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APRESENTACAO

Caro estudante,

Bem-vindo a Colecao Acelere o Saber.

Nossa maior preocupacao ao desenvolver esta
colecao foi a de ajuda-lo a seguir adiante em seus estudos,
recompondo sua aprendizagem no Ensino Fundamental e
pavimentando sua caminhada em direcao ao Ensino Médio.

Ao longo deste livro vocé sera convidado a pensar,
explorar, resolver problemas, discutir e argumentar
sobre os mais variados temas, para que, com a ajuda dos
professores e educadores que estarao ao seu lado, possa

desenvolver as habilidades e competéncias fundamentais
para sua progressao de estudos.

Mantenha-se concentrado em seus objetivos de
aprendizagem para, assim, usufruir desta importante
oportunidade que se apresenta em um momento decisivo
de sua vida escolar.

Esperamos que vocé participe ativamente das
propostas constantes neste material e lembre-se sempre
de contar com nossa colaboracao.

Vamos comecar?

Um abraco.
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O mundo das financas exige que sejam consultados
diariamente os indicadores econdmicos.




O estudo da Matematica Financeira consiste na aplicagao do conhe-
cimento matematico na resolucao de problemas relativos a transacoes
comerciais e financeiras, como, por exemplo, investimentos, financia-
mentos, iImpostos e operacoes em mercados de capitais. O dominio dos
conceitos basicos de Matematica Financeira € fundamental para o exer-
cicio das mais diversas profissdes no mundo moderno, assim como para
o nosso dia a dia.

Saber dimensionar formas de comprar, avaliar as variagoes dos precos
dos produtos que compramos para nossa subsisténcia, compreender os
significados basicos dos movimentos da economia nacional e mundial e
suas implicacdes em nossas vidas, controlar uma conta bancaria e ope-
rar os aspectos financeiros de nosso trabalho ou de nossa vida familiar
sao exemplos de acdes que exigem o dominio de conceitos de Matema-
tica Financeira.



N
Porcentagem 7

Inicialmente, vamos recordar o conceito de porcentagem, essencial
devido ao seu emprego em praticamente todos os problemas e calculos
financeiros.

Chamamos de porcentagem toda razao %, na qual b = 100. Essas ra-

z0es centesimais sao representadas pelo simbolo %. Veja os exemplos:
% =0,05=5%

Tor =137 =137%

% = % =0,16=16%

1565 155

1000 _ 100 = 0,155=155%

Calculos com porcentagem

Os problemas que envolvem porcentagem podem ser resolvidos com
0 uso de uma calculadora simples, manipulando-se apenas as quatro ope-
racoes fundamentais ou a tecla especifica para a operacao (%) disponivel
para esses calculos. No entanto, € importante que se domine os conceitos
de fracoes, razdes e regra de trés envolvidos na maioria das situacoes em
que calculos de porcentagens sao necessarios. Vamos verificar, nas ativi-
dades a seguir, algumas dessas situacoes.

Sempre que necessario, com o auxilio do professor, vocé podera utilizar cal-
culadora ou aplicativos de celular e computador para auxiliar nos calculos.

AdobeStock

As ferramentas digitais
podem ser grandes
apoios nas situacoes
de acompanhamento
financeiro e auxilio nos
calculos relacionados.



Atividades resolvidas

R1. Um aluno acertou em um exame 12 das 15 questoes apresentadas. Qual foi sua por-
centagem de acerto?

Resolucao

A razao entre o numero de questoes acertadas e o numero total de questoes apresen-
tadas e:

5 5 10 100

Logo, 80% foi a porcentagem de acerto. Isso significa que se a prova tivesse 100 ques-
toes, o aluno teria acertado 80 questoes.

12 _4_8 _ 80

R2. Um vendedor tem 9% de comissao nos negocios que realiza. Qual foi a sua comissao
em uma venda de R$ 36.0007?

Resolucao

A comissao do vendedor € 9% da venda, ou segja:

comissao = 9% de 36.000 = 3% x 36.000 = % 136,000 = 3.240

A comissao do vendedor foi de R$ 3.240,00.

R3. Uma loja esta oferecendo 8% de desconto para pagamento a vista na compra de um
automovel que custa R$ 74.700. Quanto uma pessoa pagara por esse carro a vista?
L3

AdobeStock
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Vamos resolver esse problema de dois modos: utilizando regra de trés e, depois,
com fragao do total.

1°modo - regra de trés:

preco porcentagem
74700 — 100
X——8
74700 _ 100 . , _ 8-74.700 _ 5976
X 8 100

Logo, o preco do carro a vista sera: R$ 74.700 - R$ 5.976 = R$ 68.724
2° modo - fracao do total:

Aqui, calculamos o desconto a partir da porcentagem oferecida:
8

8% de 74700 = —>— . 74700 - 5976
© 100

Portanto, o preco a vista sera:
R$ 74.700 - R$ 5.976 = R$ 68.724

Atividades

1. Em um treino de basquete, Bruno fez 360 arremessos e errou 198. Qual foi sua
porcentagem de acerto?

AdobeStock




2. Minha classe tem 30 alunos: 18 com 15 anos, 9 com 16 e os outros com 17. Calcule
a porcentagem dos alunos da classe que tém:

a) 15 anos c) 17 anos

b) 16 anos d) 18 anos

3. Uma vendedora recebe 9% de comissao nas vendas realizadas. Qual foi a sua
comissdao em uma venda de R$ 3.000?

4. Um corretor recebeu R$ 21.800 pela venda de duas casas, tendo sido de 5% a taxa
de comissao. Qual o valor de venda das propriedades?

5. Juca devia R$ 200 a Rodrigo e pagou apenas R$ 74. Quantos por cento da divida
foram pagos?

6. Em uma sala em que 75% dos alunos sao rapazes, estudam apenas 7 mogas.
Quantos alunos tém a classe?

7. Em uma liquidagao, uma camisa que custava R$ 130 foi vendida com 15% de
abatimento. Quanto passou a custar a camisa?

AdobeStock
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Juros simples 7

Quando uma pessoa pede dinheiro emprestado a outra ou a uma instituicao financeira,
ela paga uma espécie de aluguel pelo tempo que fica com o dinheiro. Esse aluguel € sem-
pre uma porcentagem do valor inicialmente emprestado e, aléem disso, o valor do aluguel
€ proporcional ao tempo que a pessoa fica com o dinheiro.

O aluguel de que falamos chama-se juro (), a porcentagem que se paga € a taxa de
Jjuro (i), o dinheiro que se pede emprestado € o capital (C) e o total que se paga no final do
emprestimo € o montante (M).

De forma resumida, chama-se juro simples a compensacao em dinheiro pelo
emprestimo de um capital financeiro, a uma taxa combinada, por um prazo determinado,
produzida exclusivamente pelo capital inicial.

Calculo de juros simples

Quando o regime € de juro simples, a remuneracao pelo capital inicial € diretamente
proporcional ao seu valor e ao tempo de aplicacao. O tempo de aplicacao € dado pelo
numero de periodos em que a taxa de juros combinada € aplicada. Por sua vez, ataxaéeo
fator de proporcionalidade para o calculo dos juros. Assim:

J=C-i'n
C: capitalinicial; J: juro simples;
i: taxa de juros; n: numero de periodos

Atividades resolvidas

R4. Uma pessoa toma emprestado R$ 1.000 pelo prazo de 2 meses de um familiar, pro-
metendo devolver com a taxa de 3% ao més. Qual sera o valor a ser pago como juro?

Resolucao

Vamos inicialmente calcular o juro, més a més.

- 1emés: juro = 3% de 1000 = 0,03 x 1.000 =30

- 22meés: juro= 3% de 1.000 =0,03 x 1.000 =30

Ao final de 2 meses, os juros totalizam R$ 60.

Ou, entao, podemos resolver o problema diretamente:

J=C-i'n J=1000-0,03:2 J=60
Decorrido o prazo, o valor a ser pago como juro simples sera de R$ 60.




Qual o valor de um capital que, aplicado a taxa de juros simples de 2% ao més, rendeu
depois de um ano R$ 2.400 de juros?

Como ataxaedei=2% aomeés, devemos considerar, para 1 ano, um numero de 12 meses
ou 12 periodos de aplicacao desta taxa para produzir umjuro de R$ 2.400. Assim:

J=C-i'n

2400=C-0,02 12

2400=C-0,24= C=10.000

O capital aplicado inicialmente foi de R$ 10.000.

Calculo do montante no sistema
de juros simples

Montante, ou valor acumulado de um capital inicial C, investido a uma taxa / por perio-
do e pelo prazo de n periodos, € a soma do capital inicial, tambem chamado de principal,
com o juro produzido no prazo determinado.

Indicando o montante por M, temos:
M=C+J

M=C+C:in

M=CQ+i-n)

Observe que fixados o capital C e a taxa /, 0 montante M varia linearmente em funcao
do periodo n.
M

W

T zx

g}

o
—_
N
w

3>
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Atividades resolvidas

R6. Qual é omontante de um capital de R$ 10.000 aplicado a taxa de 10% a.a (ao ano) pelo
prazo de 2 anos?

Resolucao

Temos:

C=10.000,/=0,10 e n=2 anos

M=Cl+i-n=>M=10.000(1+ 0,10 2)

M =12.000

O montante, apds 2 anos, a taxa de juro de 10% a.a., sera de R$ 12.000.

R7. Que montante recebera um aplicador que tenha investido R$ 5.000, a taxa de juros
simples de 18% a.a., durante 6 meses?

Resolucao

Devemos observar que a taxa e o tempo de aplicacao devem estar na mesma unidade.

Assim, 6 meses equivalem a 5 doano.

Aplicando a formula, temos:

M=Cl+in=M=5000 (“ Ovlgxﬁ)
M = 5450 L

O aplicador recebera R$ 5.450 ao fim de 6 meses.

Desconto comercial simples

Desconto comercial € aguele que se obtéem quando saldamos um determinado com-
promisso antes do vencimento do prazo previamente estipulado. Seu calculo é feito de-
terminando-se o juro simples sobre o valor nominal N do compromisso, a uma taxa de
desconto i, para os n periodos antes de seu vencimento.

Valor dodesconto:D_=N-i-n
Valor descontado: V. =N - N-in
V.=N1-in)



Atividades resolvidas

R8. Uma pessoa pretende saldar um titulo de R$ 5.000 trés meses antes do vencimento,
cuja taxa de desconto comercial € 24% a.a. Qual é o desconto comercial? E o valor des-
contado?

Resolucao
Lembrando que a taxa € anual e deve ser convertida para meses, aplicamos a formula:

Desconto comercial: D =N- i~ n

D, = 5000 x 01'—24 x 3 =300

Valor descontado:

V. =5.000 x (1 - % X 3) = 4700

O valor descontado também poderia ser calculado subtraindo-se o desconto do valor
nominal:

V.=5000 - 300= V.= R$ 4700

R9. O valor nominal de uma nota promissoria € de R$ 10.000. Qual € o valor atual (valor
aplicado) se a taxa de aplicacao for de 38,4% a.a., com vencimento daqui a 10 meses?

Resolucao

Considerando o valor nominal (N) da nota como o montante e o valor atual (A) como o
capital inicial, temos:

N=Ad+i n)= 10000 = (1+%.1oj
12

10.000=A 132=>A=757576
O valor atual é de R$ 7.575,76.

Essa operacao € comumente chamada de trazer a valor presente o valor nominal da
nota promissoria, como se ela fosse ser paga ou quitada antes de seu vencimento. Isso
equivale a dizer que sobre os R$ 10.000, calculamos um desconto comercial simples
relativo aos dez meses que ainda faltam para o vencimento. Neste caso, o desconto
comercial foi de:

D_=10.000 - 7.575,76 = D_= R$ 2.424,24
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Atividades

8. Calcule o juro simples referente a um capital de R$ 2.000 aplicado a taxa de juros
de 15% a.a. durante 1 ano.

9. Um capital aplicado a juro simples rende R$ 272 em 10 dias, a 12% a.m. Qual é esse
capital?

10. Qual é o capital que, a taxa de 9% a.m., produz R$ 108 em 2 anos?

11. Determine a taxa mensal que faz com que um capital, investido a juro simples
durante 8 meses, tenha seu valor triplicado.

12. Quanto tempo deve ficar aplicado um capital de R$ 1.600, para que produza um
montante de R$ 1.856, a taxa de 24% a.t. (ao trimestre)?




N
Juros /\7

compostos

Regime de juros compostos € aquele em que ojuro gerado pela aplica-
c¢ao ou emprestimo sera incorporado a ele, passando a participar da gera-
cao de juros no periodo seguinte. Isso significa que, ao fim de um periodo,
o capital passa a ser o capital inicial acrescido dos juros do periodo e assim
sucessivamente. Por essa razao, esse regime € comumente chamado de
juros sobre juros e € o regime utilizado em operacdes de empréestimos
bancarios, cheques especiais, financiamentos e investimentos.

Suponhamos, por exemplo, que uma pessoa tome emprestada, a juro
composto, aimportancia de R$ 1.000 pelo prazo de 4 meses, a taxa de 6%
a.m. (ao més). Observe na tabela a seguir que, a cada més, sao acrescidos
6% de juros ao montante produzido até o final do més anterior.

Saldo no inicio

oreaels Juro por periodo Montante
1 1.000 1.000 x 0,06 =60 1000 + 60 =1060
2 1060 1060 x 0,06 = 63,60 1060 + 63,60 =1123,60
3 1123,60 1123,60 x 0,06 = 67,41 1123,60 + 67,41=1194,01
4 1194,01 1194,01x 0,06 =71,64 1194,01+ 71,64 =1.265,65

Decorrido o prazo, o valor a ser pago como juro sera:
J=126565-1000= J=R$ 265,65

Compare o juro a ser pago no regime de juros compostos com o valor
em regime de juros simples:

J=C:i-n=J=1000x 0,06 x4=J=R$ 240

Veja que, com juros sobre juros, o valor € R$ 25,65 maior que o do regi-
me de juros simples.
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Calculo do montante no
sistema de juros compostos

No regime de juros compostos, a cada periodo acrescentamos os juros ao montante ja
produzido, formando um novo capital para o periodo seguinte. A esse processo damos o
nome de capitalizagao. Vamos calcular o montante M para um capital C aplicado a uma
taxa i por periodo, ocorrendo capitalizacao no final de cada periodo, em um prazo de n
periodos.

Final do 12 periodo:
M, =C+Ci® M, =C1+

Final do 22 periodo:
M,=M,+M,-i®M,=M1+)
M,=Ca+)A+)=CQA+i)?

Final do 3¢ periodo:
M,=M,+M, i®M,=M 1+
M,=CQa+NA+NA+)=CA+0?

Final do 4¢ periodo:
M,=M,+M, - i®M,=M1+)
M,=CA+NA+NA+NA+)=CQA+i)

E assim sucessivamente. Note que os montantes formam uma progressao geometrica
de razao (1 +1).

Generalizando, o montante ao final de n periodos, a taxa i de juros, € dado por:
M=C@a+i)y

Fixados o capital C e a taxa i, 0 montante M varia exponencialmente em funcao do pe-
riodo n.




Atividades resolvidas

R10. Uma pessoa toma R$ 2.000 emprestados, a juros de 2% am., pelo prazo de 10 me-
ses com capitalizacao composta. Qual € o montante a ser devolvido?

Resolucao

- Utilizando a tecla em uma calculadora cientifica:

Calcule inicialmente (1 + 0,02)1°

pigit- (@ @@ O@EOOE

A sequéncia de teclas pode variar dependendo da calculadora.
Depois multiplique o resultado por 2.000. Assim, teremos:

M=R$ 243798

Procuramos o valor do fator (1 + /)", paran =10 e i = 2%, que € 1,218994.
Logo:

M =2.000 x (1,02)°

M =2.000 x 1,218994 = R$ 2.437,98

R11. Calcule o montante produzido pelo capital de R$ 4.000 aplicado a 10% a.t., capitali-
zado trimestralmente, durante 12 meses.

Resolucao

Vamos transformar 12 meses em 4 trimestres e substituir na relacao M = C(1 + /). Logo:
M =4.000 (1+ 0,10)*=5.856,40

O montante produzido € de R$ 5.856,40.
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R12. Calcule a taxa efetiva de juro mensal para que o capital de R$ 3.450, investido duran-
te 2 anos, produza um montante de R$ 21.877,07.

Resolucao
M=C +iy= 21.877.07 = 3.450 (1 + i)
(1424 = 2187707 o1 1= %/6,3411807
3.450

- Realizando o calculo com calculadora cientifica, digite as seguintes teclas, mas
verifique antes se a sua calculadora obedece a esta ordem:

Vocé deve encontrar como resultado o numero 1,08. Logo:
1+/1=108=i=0,08=/=8%am.

R13. Um investidor aplicou R$ 25.000 em uma instituicao que paga 3% a.m. Apos certo
periodo, ele recebeu R$ 35.644,02, estando incluidos nesse valor os juros compostos cre-
ditados e o capital investido. Por quanto tempo o dinheiro ficou aplicado?

Resolucao
M=C{l+ )= 35644,02 =25.000 (1+ 0,03)"

1,03y = 35.644.02 = (1,03)" = 1,4257608
25.000

- Inicialmente, calculamos o logaritmo decimal dos dois lados da igualdade. Com
uma calculadora cientifica, obtemos os valores dos logaritmos e determinamos n.
Acompanhe:

log(1,03)" =log 1,4257608 = n - log(1,03) =
— log 14257608 = n = 1091.4257608
log1,03

Portanto, n =12 meses.

- Assim:
(1,03)"=1,4257608
O fator (1+ /)", parai=3% en=12,&1,4257608.

Logo, o valordenel2.




Atividades

13. Calcule o montante de uma aplicacdo de R$ 1.000 a 4% a.m., capitalizado
mensalmente, durante 5 meses.

14. Um capital de R$ 10.000 foi investido numa caderneta de poupanga em regime
de capitalizacao, que paga um juro mensal de 0,85%. Qual o valor que o investidor
encontrara no extrato da caderneta ao final de 2 anos?

15. Calcule o montante de um capital de R$ 2.500 aplicado a uma taxa de juro
composto de 2% a.m. durante 9 meses.

16. Determine o capital que, investido a juro composto de 3% a.m. durante 4 meses,
produziu um montante de R$ 6.000.

17. Um cliente abriu uma caderneta de poupancga, onde depositou R$ 2.000. Nos
quatro primeiros meses, essa poupanc¢a pagou 1,1%, 0,9%, 1,2% e 1,0% de juros,
sucessivamente. Qual o montante produzido ao final do quarto més?

18. Um lote é posto a venda por R$ 50.000 de entrada e R$ 200.000 em 10 anos.
Como opcao, o vendedor pede R$ 250.000 a vista. Se a taxa de juros (compostos) de
mercado é de 2% a.m., qual a melhor alternativa?
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Resumo

Calculo de juros simples
J=C:i-n
C: capital inicial; J: juro simples;

i: taxa de juros; n: numero de periodos

Calculo do montante no sistema de juros simples
M=CQQ+i-n)

Desconto comercial simples

D =N-in

N : valor nominal; i: taxa de desconto;

n: periodos antes do vencimento

Valor descontado
V.=N@1-i-n)

Calculo do montante no sistema de juros

compostos
M=CQQ+i)y
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Avalie o que aprendeu

1. No primeiro dia do més, um investidor aplica uma certa quantia. No segundo dia, o in-
vestidor aplica o dobro da quantia aplicada no primeiro dia. No terceiro dia, aplica o triplo
da quantia aplicada no primeiro dia, e assim sucessivamente. Ao fim de 20 dias, a quantia
total aplicada foi de R$ 6.300. Entao, a quantia aplicada no primeiro dia foi de:

a)R$ 15 c)R$ 20 e)R$ 35
b) R$ 30 d) R$ 25

2. Um eletrodoméstico esta a venda por R$ 1.200 em trés pagamentos: R$ 400 de en-
trada, R$ 400 um més depois e R$ 400 dois meses depois. Para pagamento a vista, o
comerciante da um desconto de 20%. Supondo que a inflagao tenha se estabilizado em
20% ao més e que, mantendo o dinheiro no banco, o comprador ganhe correcao mensal,
nesse caso:

a) O plano parcelado € mais vantajoso.

b) O plano a vista € mais vantajoso.

¢) Nenhum dos planos tem vantagem sobre o outro.

d) O plano parcelado so6 e vantajoso se forem comprados 2 produtos.

e) O plano a vista so6 e vantajoso se forem comprados 2 produtos.

3. Se os precos aumentam 10% ao més, qual a porcentagem de aumento em um trimestre?
a)11% c) 11,8% e) 33,1%
b) 3,1% d) 25,8%

4. Bancos costumam fazer propagandas do tipo: “Aplique hoje R$ 2.000 e receba R$
4120 daqui a 5 meses”. Qual € a taxa mensal de juros que um banco que faz essa propa-
ganda aplica sobre o valor investido?

a)412% a.m o) 1111% a.m e)1555% a.m
b) 8,24% a. m d) 14,44% a.m

5. Um investidor aplicou no mercado financeiro um capital de R$ 300.000 a juros com-
postos de 4,5% a.m. durante 3 meses. O montante, ele reaplicou a 6% a.m. No final da ope-
racao, ele obteve um montante de R$ 730.000. Qual foi o periodo total em que o capital
esteve aplicado?

a) 8 dias d) 16 meses
b) 16 dias e) 32 meses
c) 8 meses
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6. (Fuvest-SP) Um comerciante deu um desconto de 20% sobre o preco de venda de uma
mercadoria e, mesmo assim, conseguiu um lucro de 20% sobre o preco que pagou pela
mesma. Se o desconto nao fosse dado, seu lucro, em porcentagem, seria:

a) 40% d) 55%
b) 45% e) 60%
c) 50%

7. (Unesp-SP) Um advogado contratado por Marcos consegue receber 80% de uma
causa avaliada em R$ 200.000 e cobra 15% da quantia recebida a titulo de honorarios.
A quantia, em reais, que Marcos recebera, descontada a parte do advogado, sera de:

a) 24.000 d) 160.000
b) 30.000 e) 184.000
¢) 136.000

8. (FGV-SP) Um aparelho de TV é vendido por R$ 1.000 em dois pagamentos iguais, sem
acrescimo, sendo o 12 como entrada e 0 22 um més apos a compra. Se o pagamento for
feito a vista, hda um desconto de 4% sobre o preco de R$ 1.000. A taxa mensal de juros
simples do financiamento € aproximadamente igual a:

a)8,7% d) 5, 7%
b) 7.7% e)4,7%
c)6,7%

9. (Unifesp-SP) Com relacao a dengue, o setor de vigilancia sanitaria de um determinado
municipio registrou o seguinte quadro, quanto ao humero de casos positivos:

- em fevereiro, relativamente a janeiro, houve um aumento de 10% e
- em marco, relativamente a fevereiro, houve uma reducao de 10%.

Em todo o periodo considerado, a variagao foi de:

a) - 1% d) 0,1%
b) - 0,1% e) 1%
c) 0%

10. (Unifesp-SP) Uma empresa brasileira tem 30% de sua divida em ddlares e os restantes
70% em euros. Admitindo-se uma valorizacao de 10% do dolar e uma desvalorizacao de
2% do euro, ambas em relacao ao real, pode-se afirmar que o total da divida dessa em-
presa, em reais:

a) aumenta 8%. d) diminui 1,4%.
b) aumenta 4,4%. e) diminui 7,6%.

c) aumenta 1,6%.



11. (UFV-MG) Uma pessoa deposita uma quantia em dinheiro na caderneta de poupanca.
Sabendo-se que o montante na conta, apos t meses, € dado por M(t) =c - 2°°%, em que C é
uma constante positiva, o0 tempo minimo para duplicar a quantia depositada é:

a) 6 anos e 8 meses. d) 9 anos e 3 meses.
b) 7 anos e 6 meses. e) 10 anos e 2 meses.

c) 8 anos e 4 meses.

12. (PUC-RS) A cada balanco anual, uma firma tem apresentado um aumento de 10% de
seu capital. Considerando Q, o seu capital inicial, a expressao que fornece esse capital C
ao final de cada ano (t) em que essas condicoes permanecerem é:

a)C=Q, 11y c)C=Q, (01 e)C=Q, 10y
b) C=C @1y d) C=C(.1!

13. (EEAR-SP) Para obter-se um total de R$ 22.800,00 ao final de 1 ano e 2 meses, a taxa
de 12% ao ano, a juros simples, € necessario que se aplique:

a) R$10.000,00 ¢) R$15.000,00
b) R$ 12.000,00 d) R$ 20.000,00

14. (CN-RJ) Se uma pessoa aplica somente 2/5 de seu capital em letras durante 90 dias, a
taxa de 2,5% ao més (uros simples) e recebe R$ 9.600,00 de juros, entdo seu capital & de:

a) R$128.000,00 d) R$ 400.000,00
b) R$ 240.000,00 e) R$ 960.000,00
¢) R$ 320.000,00

15. (CEF-DF) Um capital de R$ 15.000,00 foi aplicado a juro simples a taxa bimestral de
3%. Para que seja obtido um montante de R$ 19.050,00, o prazo dessa aplicagao devera
ser de:

a)1ano e 10 meses d) 1ano e 6 meses
b)1ano e 9 meses e)1lanoe 4 meses

c)1anoe 8 meses

16. (Escreva-TAC-SP) Um capital de R$ 23.000,00 foi aplicado durante 4 meses a uma
taxa mensal de juro simples de 3%. Vencida essa aplicacao, apenas os juros obtidos foram
reaplicados a uma taxa de juro simples de 3,5% durante 3 meses. Nesta reaplicagao, o
investidor obteve de juro a quantia de:

a) R$ 289,80 c) R$ 290,00 e) R$ 299,80
b) R$ 288,90 d) R$ 279,80
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17.(TRT-RJ) Em um boleto bancério consta o pagamento de R$ 70,00 a ser efetuado até o
vencimento. Sabendo-se que apos o vencimento € cobrado 0,5 % de juros simples por dia
de atraso, acrescido de multa de R$ 5,00, se esse pagamento for efetuado com 15 dias
de atraso, a quantia a ser paga devera ser de:

a) R$ 80,25 d) R$ 75,35
b) R$ 127,50 e) R$ 82,50
c)R$ 7525

18. (Enem-MEC) Joao deseja comprar um carro cujo preco a vista, com todos os descon-
tos possiveis, € de R$ 21.000,00, e esse valor ndo sera reajustado nos proximos meses.
Ele tem R$ 20.000,00, que podem ser aplicados a uma taxa de juros compostos de 2%
ao més, e escolhe deixar todo o seu dinheiro aplicado até que o montante atinja o valor
do carro.

Para ter o carro, Joao devera esperar
a) dois meses, e tera a quantia exata.
b) trés meses, e tera a quantia exata.
c) trés meses, e ainda sobrarao, aproximadamente, R$ 225,00.
d) quatro meses, e tera a quantia exata.

e) quatro meses, e ainda sobrarao, aproximadamente, R$ 430,00.
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Os codigos de barras sao sequéncias numericas usadas para identificar produtos. Esses
codigos sao lidos por computador. Podemos presenciar isso sendo feito nas compras em um

supermercado, por exemplo.




Capitulo 2

Sistemas
lineares, matrizes
e determinantes
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Equacoes RV F

lineares

Equacao linear € toda equacao do tipo

ax, +ax,+..+ax =R

em que;

* X, X, .. X SA0 as incognitas da equacao;

- a, a,, .., d sao numeros reais denominados coeficientes da equagao;
* R € um numero real chamado termo independente da equacao.

E importante salientar que toda equacao linear tem incoégnitas de
primeiro grau, isto €, os expoentes das incognitas sao iguais a 1. Observe
0s exemplos de equacoes lineares:

* 2x, + 3x, - x, =7 tem coeficientes 2, 3 e - 1 e termo independente 7,

*4x-3y+z-2t= /3 tem coeficientes 4, -3, 1 e -2 e termo independente J3;
- 3x +y =0 tem coeficientes 3 e 1 e termo independente O.

Sempre que o termo independente de uma equacao linear € zero, ela e
chamada de equacao linear homogénea.

Toda sequénciaordenada de numeros reais que verifica uma equacao
linear € chamada de solugao da equacao. Assim, uma sequéncia (o, o,
.. o) sera solugao da equacao linear axx, + ax, + .. + a x = kR se ocorrer
a0 +a,oL+ .. +a o =R

Observe alguns exemplos de solucdes e note que uma mesma
equacao linear pode ter mais de uma solucao:

* 2x, + 3x, - x, =7 tem como uma de suas solugodes a terna (2, 1, O), pais:
2:2+3:1-0=7=27=7

Jaaterna(l, 2, 1) também € solucao desta equacao, pois:
2:1+43:2-1=7=27=7
“4x-3y+z-2t= /3 tem como uma de suas solugées (1, 0, V3, 2), pois:
4.1-30++3-2:2=4-0++/3-4=43
J3=\3

J3
As quadruplas (0, 0, /3, 0), (0'0'2‘6'7 e V3,3, -V/3, 0) também

sao solucoes, pois satisfazem a equacao linear;



Atividades resolvidas

R1. Verifique se a equacao linear homogénea x + y + z + t = O admite como solucoes
as quadruplas (-1, 1, -1, 1) e (-2, 2, -2, 2), além da trivial. Depois escreva uma quadrupla
genérica, em funcao do parametrom € R.

Resolucao

As quadruplas (-1, 1, -1, 1) e (-2, 2, -2 ,2) satisfazem a equacao, pois -1+1-1+1=0¢e
-2+2-2+2=0.

Uma quadrupla genérica que represente parte das solugcdes da equacao x+y+z+t=0
pode ser expressa em funcao de me R como (m, -m, m, -m). Essa quadrupla representa
um subconjunto do conjunto de solucdes para a equacao.

R2. Dada a equacao x - 3y — z = 4, determine p de modo que (O, O, p) seja solucao da
equacao.

Resolucao
Substituindo O, O e p em x, y e z, temos, respectivamente:
0-30-p=4>-p=4=p=-4

Atividades

1. Verifique quais das ternas seguintes sao solucoes da equacao linearx+y - 2z=2:
a2 4) c) (-3, -5,3)

b) (1, 2, i) d) (0, 0, 0)

2. Dada a equacao 2x - 2y -4z =4, determine p de modo que cada uma das ternas seja
solucao da equacao:

a) (0, O, p) cAp+1 3 0)

b) (1, -2p. 1) d)(p.p.p+5)
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Sistema de

eguacoes
lineares

Um sistema de equacoes lineares m x n € um conjunto de m equagoes
lineares, cada uma delas com n incognitas:

ax +adx +.+0a X
11 1272 in"n

=b

1
ax +ad X +.+a x =b
21 1 22 2 2n n 2
a X +ad X +.+4a X =b
mi1 1 mz2 2 mn n m

em que:

* X X, .. X SQ0 Incognitas;

a

a
1 12 1n
C121 022 azn = - L
sao coeficientes numericos;
a a a
m1 m2 mn

b, b, ..b,_ saotermos independentes.
Observe os exemplos de sistemas lineares:

1 lx+y=5
X—y=2

Esse € um sistema linear 2 x 2, pois € formado por duas equagoes
lineares com incognitas x e y.

X+2y—-32=4
2.2x-y+2z=5
X+y—-2z=1

Nesse caso, temos um sistema linear 3 x 3, com trés equacoes lineares
e trésincognitas x, y e z.
3 {X +y+z=2

X+2y—-32=0
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Aqui temos um caso de sistema linear do tipo 2 x 3, pois tem apenas duas equacoes e
trés incognitas x, y e z.

X+y+2z=0
4.2x+y—-z=0
X-3y+z=0

Ja esse sistema e do tipo 3 x 3, pois € formado por 3 equacdes lineares e 3 incognitas e
como suas equacoes lineares sao todas homogéneas, o sistema € denominado sistema
linear homogéneo.

Todo sistema linear do tipo:
ax +ad x +.+a0 x =0
1 1 12 2 in n
ax +a x +.+a x =0
21 1 22 2 2n n

a X +ada X +.+4a x =0
m1 1 mz2 2 mn n
€ denominado sistema linear homogéneo do tipo m x n.

Denominamos solucao do sistema linear toda sequéncia ordenada de numeros reais
que verifica, simultaneamente, todas as equacdes do sistema. Dessa forma, resolver
um sistema significa encontrar todas as sequéncias ordenadas de numeros reais que
satisfacam as equacoes do sistema.

Um sistema linear pode ser classificado de acordo com o numero de solugdes que
admitir. Considerando esse criterio, existem trés classes de sistemas lineares:

- 0s possiveis e determinados, para os quais existe uma unica solucao;
- 0s possiveis e indeterminados, que tém infinitas solucoes;
- 0s sistemas impossiveis, para 0s quais nao existe solucao.
Acompanhe alguns exemplos de classificacoes de sistemas de equacdes lineares:
» O par ordenado (2, 1) € solugéo do sistema {X +Y =3 pois {2 +1=3
X—y=1 2-1=1

Como nao existe outro par que satisfaca simultaneamente as duas equacoes, dizemos
que esse sistema € possivel e determinado, pois possui uma unica solucao.

-Asternas(1,1,De (O, % gj sao algumas das infinitas solucoes do sistema

0+4,5 4

X+y+2=3 g )ltl+1=3 ¢ 3 3 .

X—y+22=2 1-1+2=2 |g_4,.310_,
300

Por essa razao, esse sistema e possivel e indeterminado.

- Para o sistema {X *t¥ =1 n3oexiste um par de nimeros reais que satisfaga simultane-
X+y=7

amente as equacoes. Logo, o sistema nao tem solucao, portanto € impossivel.
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Atividades

3. Escreva em seu caderno quais sistemas sao lineares:

a){x+y=—1
X-y=3
[x-y+ez=2
2X+y—-z=1

4. Verifique se a terna (0, 1, 1) é solugao dos sistemas:

X+y+z=2
a)ix+y-z=0
2X+2y+z=3

X-—y-—z=-2
) X-y=-2=0
2X+y—-2z=0




Sistema escalonado

Sistema linear escalonado € todo sistema no qual as incognitas das equacoes lineares
estao escritas em uma mesma ordem e o 12 coeficiente nao nulo de cada equacao esta a
direita do 1¢ coeficiente nao nulo da equacao anterior.

Observe os exemplos a seguir.

1. Neste exemplo, o sistema 2 x 2 € escalonado. Note que a primeira equacao tem dois
coeficientes nao nulos; a segunda tem apenas um.

{2x+y:4
3y =6

2. Neste caso, o sistema € do tipo 3 x 3 e tambem esta escalonado. A primeira equagao
tem trés coeficientes nao nulos, a segunda, dois, € a terceira, apenas um.

X+y+2z=5
y+z=3
z=1

3. Este sistema, apesar de ser do tipo 2 x 3, tambem € escalonado.

{x+y+z=4
y-z=3

A partir da definicao, pode-se concluir que em todo sistema escalonado, o numero de
equacoes € sempre igual ou menor que o numero de incognitas.

Resolucao de um sistema
escalonado

Para se resolver um sistema escalonado com m equagdes e n incognitas, devemos
considerar dois casos:

Numero de equagoes (m) = Numero de incognitas (n)

ax + ax + - + ax =
1 1 112 2 in n 1
ax + - + ax =
22 2 2n n 2
a x = k
nn n n
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Para se chegar a solucao desse sistema, parte-se da ultima equacao, que fornece
diretamente o valor de x_e, por substituicao nas equagoes anteriores, obtem-se os valores

Numero de equagoes (m) < numero de incognitas (n)

ax + ax + - 4+ ax =
11 1 122 2 in n 1
ax + - + ax =
22 2 2n n 2
ax + - + ax =R
mJ nn n n

Para se resolver esse tipo de sistema, procede-se da seguinte forma:
1) identificam-se as variaveis que nao iniciam equacoes (variaveis livres);

2) transpoem-se as variaveis livres para o segundo membro de cada equacao e
atribuem-se a elas valores reais arbitrarios.

Com esse procedimento, obtém-se um sistema em que o numero de equacdes
€ igual ao numero de incognitas, que pode ser resolvido por substituicoes sucessivas.
Acompanhe os exercicios resolvidos.

Atividades resolvidas

R3. Resolva e classifique o sistema:

X+y+2z=5()

y+z=23(D
z =1l
Resolucao

Da equacao (lll), temos z = 1. Substituindo o valor de z na equagao (Il), obtemos y:
y+l=5y=4

Substituindo z e y em (1), obtemos x:

X+4+2:-1=5x=-1

A Unica solucao do sistema € a terna (-1, 4, 1). Logo, esse sistema € possivel e
determinado.




Atividades

5. Escreva em seu caderno quais sao os sistemas escalonados:

2X+y+2z=4

a) 3y+z=5
zZz=1
b) 2X+y =5h
X+y=2

6. Indique, se houver, as variaveis livres nos sistemas:

X+y+z+t=1
a) y+z+t=2
z—-t=1

b) X+y+z+2t=3
y—-—2z+3t=1

Escalonamento e resolucao de
um sistema linear

Dado um sistema linear S, pode-se obter um sistema escalonado que seja equivalente
a S. Dizemos que dois sistemas lineares sao equivalentes quando toda solucao de um for
tambem solucao do outro e vice-versa. Por exemplo, os sistemas:

X+y=3 g JX+ty=3
Xx-y=1 X+y=7

sao equivalentes, pois ambos tém como unica solugao o par (2, 1).
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Podemos transformar qualquer sistemalinear em umoutro equivalente pelas seguintes
transformacoes elementares, realizadas com suas equacoes:

- trocar as posicoes de duas equacoes do sistema;
- multiplicar uma equacao do sistema por um numero real nao nulo;
* somar a uma equacao do sistema uma outra multiplicada por um numero real.

Para resolvermos sistemas lineares por escalonamento, procuramos obter sistemas
equivalentes, utilizando tantas transformacdes lineares quantas forem necessarias, até
encontrarmos um sistema escalonado.

Atividades resolvidas

2x+y =5

R4. Resolva o sistema { .
X+4y =6

Resolucao
Inicialmente, trocamos a posicao das equacoes, pois € conveniente ter coeficiente igual
a 1 na primeira equacao.

X+4y =6

2x+y =5

Depois, eliminamos a incognita x da segunda equagao. Para tanto, multiplicamos a
primeira equacao por -2 e a adicionamos a segunda equacao.

X+4y =6 {x+4y=6
{2X+y=5 + -7y =-7
Da segunda equacao, temos y =1.

Substituindo y =1 na primeira equacao, obtemos x = 2.

O par (2, 1) € a unica solucao do sistema. Portanto, o sistema € possivel e determinado.

R5. Resolva, se possivel, o sistema ] X +2Y =5
3x+6y =3
Resolucao
X+2y =5 ¢ Yoy =
y=5
{3x+6y=3 @ = { oy = —12

Note que a equacao Oy = -12 nao possui solucao: nao existe numero que, multiplicado
por zero, dé -12. Quando ocorrer, durante o escalonamento, uma equagao desse tipo, o
sistema sera impossivel.




Atividades

7. Escalone os seguintes sistemas lineares:

a){Hy:Z o) 2§t§fi
3x -2y =06 Xx—y=1

8. Classifique os seguintes sistemas em possivel determinado (SPD), possivel e inde-
terminado (SPI) ou impossivel (SI):

a){x+y+z:3 C){x+y+z+l‘=4
y—z=5 z—-t=1
X+y+z=1 X—y+2z=1
b) y—z=4 d) y+2z=3
zZ=2 0z =4

9. Escalone e classifique os seguintes sistemas:

X+y+z=1 X+y=1
aiex+y-3z2=4c¢ b)ix—y=-
3x+2y—-2z=5 X+2y =0

Discussao sobre um
sistema linear

Discutir sobre sistema linear significa analisar as possibilidades de solucao em funcao
de valores que podem ser atribuidos a alguns de seus parametros. Assim, apos o
escalonamento do sistema, deve-se considerar para quais valores dos parametros pode-
se ter um sistema possivel e determinado, um sistema possivel e indeterminado ou um
sistema impossivel.
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Atividades resolvidas

X+y=4

R6. Discuta, em funcao do parametro a, o sistema: { :
2x +ay =6

Resolucao

Inicialmente, escalonamos o sistema efetuando as transformacgoes lineares indicadas:

2x +ay =6

{“y:“

ot -

1)Sea-2#0,entdoy=— =3 . Substituindo na primeira equacao, achamos x

(tambem em funcgao de a):

2
X+y=4=x+ - =4

2 _ 8—-4a -2 _ 6 - 4a
2-a 2-aq 2—-a

xX=4-

Entao:
6 — 4a
2-a'2-a

depende de a, mas para cada a fixado, ela € unica. Portanto, para a # 2, o sistema e
possivel e determinado.

Para cada a # 2, o par ( ) e solucao da equacao. Note que essa solucao

2)Sea-2=0,(ouseja, a=2), temos nha segunda equacao (a - 2)y=-2,ouseja, Oy =
-2, 0 que e impossivel. Logo, para a = 2, o sistema e impossivel (nao existem valores de x
e y que satisfacam simultaneamente as duas equacoes).

Resumindo, temos:

6—4c1e 2
2—q V72 ¢

1) a # 2 = sistema possivel e determinado, com solucoes x =

2) a = 2 = sistema impossivel

R7. Determine m € R de modo a se admitir apenas a solucao trivial para o sistema
homogéneo:

3Xx—-my =0
6x+2y =0




Resolucao

{3x—my:o

6x +2y =0

3X —my =0
(2m+2)y =0

Para que o sistema admita apenas a solugao trivial, ele deve ser possivel e determinado.
Para isso:

2m+2#z0=>m=#-1

S=lme RIm=-1

Atividades

10. Discuta os sistemas nas incognitas x e y.

X+2y =4 Q) ax +y =2
3x -5y =a X—-y=1+b
) 2x —ay =5 o) 3X+y=>b
4X +2y = a @+ 1x +2y =-1

11. Discuta os sistemas lineares nas incognitas x, y e z.

X+y+z=6 X+py+z=1
a){7X+y—-3z=10 b) 12X +3y -z =q
AX+y+kz=0p X+y—4z=2
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12. Resolva e classifique os sistemas lineares homogéneos:

a) X+y:O
2Xx -3y =0

X+y+z=0
b)i2x -3y -2z=0
3X+y+2z=0

13. Determine m € R de modo que os sistemas homogéneos a seguir admitam apenas
a solucao trivial:

) 4x+my =0
8x -4y =0

{x+2my=o
2x -6y =0



e
Matrizes [ §

Denomina-se matriz toda tabela retangular de valores dispostos ordena-
damente em linhas e colunas. As matrizes sao indicadas por letras mai-
usculas do alfabeto latino e representadas utilizando-se parénteses ou

colchetes.
21
A=| -2 O
3 5

g 45 31 24]
10 0 O

6
2
1

O

[
oON N
= 00 N

82 15 93 0
| 65 0 94 7.2

Um elemento generico de uma matriz A € simbolizado por a;, em que i
indica a linha, e, a coluna a que o elemento pertence.

— 777777, —

G
2
a

i
11111 11111 //// 11111 11111
- . —

I

colunaj

<~ linhai

NN
1111
1111
TTTT11

TTTT1
1111
1111
|IHEEN
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Na matriz A =

o= O
o W
N N
o O

a, =6 linhalecolunal
a,=7, linhale coluna?2
a,=2, linhalecoluna3

a,, =8, linha le coluna 4

, temos:

a, =1 linha 2 e colunal
a,,=3 linha2 e coluna 2
a,,=2 linha2 e coluna 3

a,,=6,linha 2 e coluna 4

a, =5 linha3ecolunal
a,,=5,linha3ecoluna?2
a,,=7,linha 3 e coluna 3

a,,=8,linhalecoluna4

A matriz A é constituida por trés linhas e quatro colunas. Por essa razao, € denominada
matriz do tipo 3 x 4.

Uma matriz genéerica do tipo m x n € representada assim:

a a a - a
1 12 13 1n
A= 021 022 az3 o azn
a a a - a
L m1 m2 m3 mn |

Essa matriz m x n possui m - n elementos. Podemos tambem expressa-la de forma mais
reduzida, por meio de uma lei de formacao para seus elementos:

A=(a) _|leide formacao, com

i'mxn

iefl 23 .. .mejell 23 .. nk

Atividades resolvidas

R8. Escreva amatrizA =(a)

Paxotalquea; =i+

Resolucao

Como a matriz € do tipo 2 x 2, ela possui duas linhas e duas colunas, ou seja, quatro
elementos assim dispostos:

A |: all 012 ]
| a a
21 22
Cada um de seus elementos pode ser calculado pela lei de formacao:

a =1+1=2
11
=1+2=3

12
a =2+1=3

21

a =2+4+42=4

22

o . 2 3
a.=i+j= Logo, amatrize: A =
=1+ J {3 4}




R9. Determine amatrizA =(a)), ,talque

i

1.sei=j
0,sei#J

Resolucao

a a
21 22

a a
AmatrizAdotipo2x2é&A=| * ® |,

1,sei=j

Seus elementos obedecemallei:a. = o
i lo,sei#j

Assim, temos: a,, =1, pois /=
a, =0, poisi#j
a, =0, poisi#j
a,,=1 poisi=Jj

1 O
Logo, A = .
? {o 1}

Atividades

14. Identifique o tipo de cada uma das matrizes:

1213 2
wA_[l 4 o} coC=|-1
3

3

b)B=(1 5 -3) dD=| 2
5

4
0
=

N

15. Determine quantos elementos possui uma matriz do tipo:

a)lx6 c)3x3

b)4x1 d)3x5
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16. E dada a matriz:

3 -2 5
Ao 1 2 0
-4 4 -7
V2 -3 9
Identifique os elementos da:
a) 12 linha c) 42linha
b) 32 coluna d) 22 coluna

17. Considere a matriz B = ( 210 j

-3 4 5
Determine o valor dos seguintes elementos:
a) b, d) b,
b) b, elb,,
c) b, b,

18. Uma matriz possui quatro elementos. Quais os tipos possiveis para essa matriz?

19. Determine a matrizA =(a)), ,tal que:

aa;=i+2f ca;=2i-j

b)al.j.:/'2+j d)aﬁ=j—2i



20. Determine amatrizA =(a,), ,tal que:
a)g =J0sel =] bya =) Lsei=J
o lusei# ] b useiz )
21. Dada a matriz:
3 1 4 2
A= O -1 2 1
5 0 1 =2
determine a soma dos elementos a;, tais que:
ai+j=4 b)i+j=3

Tipos de matrizes

Algumas matrizes recebem nomes especiais em funcao de suas caracteristicas:

Matriz linha

E toda matrizdotipolxn(ne N).

A=la,..a,a,..a,l

Observe os exemplos:

A=14, -2 0], B=[2109,

Matriz coluna

E toda matriz do tipom x 1(m e N).

11
021
A: a
. 3
a
L mi_
1 X
As matrizesM=|3| eN= y
8 Z
kR

sao exemplos de matrizes coluna, respectivamente dotipo3x1e 4 x 1.
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Matriz quadrada

E toda matriz cujo numero de linhas & igual ao numero de colunas. Assim, chamamos
matriz quadrada de ordem n toda matriz do tipon x n.

Observe, como exemplo, que as matrizes

2 0 4
C:[23}eD: 2 1 1
4 1 0O 15

sao matrizes quadradas de ordem 2 e 3, respectivamente.
Toda matriz quadrada possui duas diagonais:
- a principal, composta por elementos a,, tais que i=j isto e, a,, a,,. a,,. a,,. ... a,;

- a secundaria, em que os elementos a. saotaisquei+j=n+1loua, , a, . :
Ul n'" ~2,n-1 73, n-2

Veja como sao as diagonais de uma matriz quadrada do tipo 3 x 3:

diagonal secundaria 9 9 9 diagonal principal

Matriz nula

E toda matriz do tipo m x n cujos elementos sdo todos nulos. Para indicar uma matriz nula,
utiliza-se anotacao O . Observe os exemplos de matrizes nulas de tipos 2 x2 e 3 x 2.

- O O
Ozx2:|:o O}eowzz 8 8

Matriz diagonal

E toda matriz quadrada em que os elementos nao pertencentes a diagonal principal sdo

2 0 O
todos nulos. Por exemplo, K = [ 3 g } eL=| O 3 O | sido matrizes diagonais de
O 0 -1

22 e 32 ordem, respectivamente.

Matriz identidade

E toda matriz diagonal em que os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1. Para
indicar uma matriz identidade de ordem n, utilizamos a notacao / .

1 00
/2=|:1 O:|e/3: Ol O
01 0 0 1

sao exemplos de matrizes identidades de 22 e 32 ordem, respectivamente.



Atividades resolvidas

R10. Determine x e y para que a matriz A seja diagonal:

A:{ 0 x—zy}
y-1 2

Resolucao

Os elementos nao pertencentes a diagonal principal devem ser nulos.
Assim, x-2y=0ey-1=0

y-1=0=y=1

Substituindoy=1emx - 2y =0, temos x = 2.

Atividades

22. Escreva os elementos da diagonal principal e os da diagonal secundaria das ma-
trizes quadradas:

a)Azlz}
3 -1
-1 3 4
MWA=| 5 2 1
6 7 2
1 3 41
gA=| 1 2 -5 3
1 6 7 8
-1 1 2 3

23. Quantos elementos tem uma matriz quadrada de ordem 5?
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24. Quantos elementos nulos tem a matriz identidade de ordem 4?

25. Em uma matriz quadrada de ordem n, quantos elementos nao pertencem a diago-
nhal secundaria?

26. Escreva as matrizes:
a)l

3 2%x3

27. Determine x e y para que a matriz A seja diagonal:

O —
A{ 3x zy}
y+1 2

Operacoes com matrizes

Paraque sejapossivelaplicaroconceitode matrizes emdiversas situacoes de resolucao
de problemas praticos, € necessario que sejam definidos os processos de operacdes com
matrizes.

Transposicao de uma matriz

Dada uma matriz A do tipo m x n, chama-se transposta de A e indica-se por At a matriz
que se obtém trocando-se ordenadamente as linhas pelas colunas de A. A operacao de
obtencao de uma matriz transposta de A € denominada transposicao da matriz A. Observe
o exemplo:

2 1

A=| -3 5 :>Af=[2_3 4}
4 3 1 5 3

Note que A € do tipo 3 x 2 e Até do tipo 2 x 3 e que, na matriz transposta, a primeira
linha corresponde a primeira coluna da matriz original, e a segunda linha corresponde a
segunda coluna, tambem da matriz original.



Igualdade de matrizes

Duas matrizes, A e B, serao iguais se forem do mesmo tipo e se os elementos
correspondentes forem iguais. Assim, se A = (@) e B=(b,) sao matrizes do tipom x n, entao:

A=B4:>orl.j=bu.>

2 1 2 1
sao do tipo 2 x 2 e os elementos correspondentes sao iguais.

As matrizes A = { 3 1-4 } eB= { e+l =3 } por exemplo, sao iguais, pois ambas

Atividades resolvidas

R11. Verifique se as matrizes A=(q)), ..
sao iguais.

P
talquea,=i-j,eB=(b) 3(, J)
i+ j

i’2x2’

talque b, =

Resolucao

Para verificarmos se A = B, vamos calcular os elementos das duas matrizes e, depais,
compara-los.

MatrizA =(a)),,,

a,=1-1=2a,=0
a,=1-2=a,=-1
a,=2-1=a,=1
a,=2-2=a,=0

Matriz B=(b), ,

n= 3(11+_11) Pu=0
b, = 3(11+_22) e
b, = 3(22+_11) har
b,, = % =b,,=0

Como os elementos correspondentes sao iguais nas duas matrizes, podemos dizer que
elas sao iguais.
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R12. Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada que € igual a sua transposta.
Determine x e y para que a matriz M seja simétrica.

3
M=| 2y 4
3 1 4
Resolucao
3 1 X 3 2y 3
SendoM=| 2y 4 1 | temosM,= 1 4 1
3 1 4 X 1 4

Comparando os elementos de M com os de M, temos:

- -1
M=M= |2V =12V =7

X =3

Atividades

28. Construa a matriz transposta de:

b)C=[-3 4 O 1l
a)A=[ 2 3}
5 -1

29. Dada a matriz A = [ . } encontre:

" 2 5
a t
o) (AY)

t
c) O que se pode dizer das matrizes A e de (At) ?




30. Escreva a matriz quadrada de ordem 2 para cada item:

a) At comA:(aU)IaU:/—j b) Bt, ComBz(bU)lb,.j:j—i

31. Escreva a matriz (A"Y, quadrada de ordem 3, em que A=(a,) é dada pela lei a, = 3j - 4i.

32. Determine os valores de p e q, sabendo que a matriz A é simétrica.

A=

N OO
N W O
o0 M QO

Adicao e subtracao de matrizes

Dadas duas matrizes de mesmotipo, A=(a)  eB=(b) . denomina-se matrizsoma

(A + B) a matriz obtida adicionando-se os elementos correspondentes de A e B:
A+B=(a;+b),  .emquel<sismels<j<n
- Propriedades da adicao:

Sendo A, B, C e O (matriz nula) matrizes de mesmo tipo e p, g € R, valem as
propriedades:

-comutativaaA+B=B+A
- associativalA+B+C)=(A+B)+C

celementoneutro A+O=0+A=A

Matriz oposta

Chama-se matriz oposta de A a matriz -A, cuja soma com A resulta na matriz nula.

Tomando-se como exemplo A = [ 2 -3 } aopostade A sera -A = [ -2 3 } ,
4

1 -4
pois:[ 2 —3}[—2 3}:[0 o]
14 1 -4 0 0
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Subtracao de matrizes

Dadas duas matrizes de mesmo tipo, A =(a)) e B=(b) . denomina-se matriz

diferenca (A - B) a matriz obtida subtraindo-se os elementos correspondentes de A e B:

A-B=(a;-b),  ,emquel<ismel<j<n

Atividades resolvidas

R13. Dadas as matrizes A = 2 1 3 eB= 3 21 , obtenha A + B.
O 5 -2 -4 1 3

Resolucao

Para obter A + B, adicionamos 0s elementos de mesma posicao:
A+B=| 21 3|, 3 21
. O 5 =2 -4 1 3

Aigo| 2+3 142 3+1
O+(-4) 541 -2+3

A+g=| 5 - 4}

4 6 1
I 1-3 2-4

A= _A_| 2 2

B-A= 2_5 4_(_3):|':>B A—|:_7 7:|

Note que A-B#B-AequeA -BeB - A saomatrizes opostas.

Multiplicacao de numero real
por matriz

Dada umamatrizA =(a,) e um numero real k, denomina-se produto do real k por A
a matriz obtida multiplicando-se cada um dos elementos de A por k.

R-A=(k-a)  emquel<si<mel<j<n

i'mxn



Observe, como exemplo, a determinacao da matriz 3A a partirde A =

=W
N O

2 1 32 31 6 3
3A=3:| 3 0 |=| 3.3 3.0 |=| 9 O
1 4 3.1 3.4 3 12

- Propriedades da multiplicacao de numero real por matriz:

Sendo A, B, C e O (matriz nula) matrizes de mesmo tipo, valem as propriedades:
-1-A=A

(-1)-A=-A

‘p-0=0

-0-A=0

‘p-A+B=p-A+p B

‘p+q)-B=p-B+qg-B

plg-A=p-q A

Atividades resolvidas

R14. Dadas as matrizes

o2 3] 2 2ec-[ 2 2]

determine a matriz X talque X+ A=2B - C.

Resolucao
X+A=2B-C=X=2B-C-A
Calculo de 2B:

o2 [ 3 5] 2]

Calculode X=2B - C - A;

x| 4 2|1 2113
0o 6]]-3 0 0 2
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R15. Dadas as matrizes A=(a)), .. talque a,=2i-j,e B=(b), . talque b,=3i+ 2]

; 5 j3x2" j'3x2'
escreva a lei de formagcao damatrizC=A + B.

Resolucao
SeC=A +B':>cy.=ay.+b0..
Logo: C,= 2i-j+3i+2f

c,=5+j

Atividades

33. Sao dadas as seguintes matrizes:

A=| -1 4 B= 2 -1 laec=| 2 4|
o 2 2 3 -6 O
Encontre a matriz X em cada caso:
AX-A-B=C b) X -2A=3B-4C AOX+A=B-C

34, Considere as matrizes A = { 35 } eB= { 1 4 }

-2 1 o 7
a) Determine At e B.. c) Encontre (A + B)!
b) Encontre At + B". d) Compare (A + B e At + B,

35.Dadas as matrizesA=(a), ,talqueaq,=i-2jeB=(b), ,talqueb, =2i+3j escreva

jj'3x2! 3x2!
a lei de formacao das matrizes:
a)C=A+2B C)E=2A+3B
b D=A-B d)F=2(B-A)




36. Dadas as matrizes A = { 2 4 } eB-= { 0 2 ]determine as matrizes X e Y:
6 8 -2 4

a) X+Y =A b) X+Y =A+2B

Multiplicacao de matrizes

Dadas as matrizes A =(a)) e B=(b,), de tipos m x n e n x p, respectivamente, pode-se
obter a matriz produto C = A - B, do tipo m x p. Para que o produto A - B seja possivel, &
necessario que o numero de colunas de A seja igual ao numero de linhas de B.

Amxn ' anpz mep

Considere, por exemplo, as matrizes:

A:{l
3

O produto A - B € possivel, pois 0 numero de colunas de A € igual ao numero de linhas
de B, mas o produto B - A nao € possivel:

A, B B, ‘A
Cada elemento ¢, da matriz produto C e dado pela soma dos produtos de cada
elemento da linha / de A pelo elemento correspondente da coluna k de B:

C=A B=()

iR"'mxp

1
4}e8: 21.
1 4

[l V)

3x1 3x1 2x%x3

Cik = ailblk + ai2b2k Tt ainbnk

No produto de matrizes, multiplicamos cada elemento de uma linha pelo elemento
correspondente de uma coluna e, em seguida, somamos esses produtos.

Considere, por exemplo, as matrizes:

A=| 2 1 |gp=| 3 O 5
-1 3 1 4 0
E possivel obter a matriz produto C = A - B, pois o hiumero de colunas de A é igual ao
numero de linhas de B. A matriz produto C sera entao do tipo 2 x 3:

c=A-B=| 2 1|30 5 |5¢c=7 410
-1 3 1 40 0 12 -5
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Atividades resolvidas

. 2 0 1 4
R16.DadasasmatrlzesA_[ 1 3}&9_{0 1]C_A-B.

Resolucao

O produto € possivel, pois 0 numero de colunas de A € igual ao numero de linhas de B.
Como A e Bsao dotipo 2 x 2, C sera do tipo 2 x 2. Vamos entao calcular os elementos de C:

¢, 12linha de A x 12 coluna de B

{2 o} [1 4}@ ¢, 22linha de A x 12 coluna de B
(o200 1

=C,=2:1+0:0=C, =2 1 3 0 1

C,, 12linha de A x 22 coluna de B =C,=11+3-0=C, =1

{2 O}X[l 4} c,, 22linha de A x 22 coluna de B
b3 01 {20}{1 4}:}

2C,=2-4+0-12C,=8 1 3]0 1

=C,,=14+3.1=C,,=7

Logo, a matriz produto sera C = [ i ;3 }

R17. Determine a matriz X'talque X - [1 2] = { 2 4 }
3 6

Resolucao

Inicialmente, determinamos o tipo da matriz X.

XM 2= 2 4}.
3 6

(mxn) (1x2)

2x2)

A matriz X deve ser do tipo 2 x 1 para satisfazer a igualdade. Atribuindo-se os valores a
e b aos elementos de X, temos:

HISRE R SE

Logo, a=2 e b =3. Portanto, X = { 2
3




Atividades

37.Sendo A, ., B, ,eC, ., determine o tipodas matrizes produto, se existirem:
aA B dA-A
b)B-C elC B
CB A fiC-C

38. Efetue cada um dos produtos, se existirem:

5

10 2
o2 3 1])|4 )[2 13) 31 4
2 dl421)11 20
5
b>(3 12]-(4 21) a6 12 1 -2
142)301 1
0

39, Sao dadas as matrizes A = { 3 1 }eB: { 2 1 }
a) Calcule A - B. 4 ©oo

b) Calcule B - A.

c) Compare A-BcomB - A.
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40.Dadas as matrizesA=| 2 1 |eB= 3 5 , calcule:
4 O -2 0

aA B c) B?

b) A? d) A2 - B?

Nota: A2€ o mesmo que A - A.

41. Dadas as matrizes A = { 1 } eB=1[7 3], determine a matriz X tal que A*: X=5B.
-1

1
2

Matriz inversa

Dada uma matriz quadrada A =(a)), .. dizemos que A € invertivel se existir uma matriz
B=(b,) talque:

if'nxn

A B=B-A=I

Nesse caso, dizemos que B € a matriz inversa de A e indicamos B= A%,

Vamos, como exemplo, determinar a matriz inversa de A = { 3 1 }

5 2
Para isso, consideramos A = { a b } e efetuamos A A=,
c d
{ab}:ﬁl :[1 o}a 3a+5b a+2b :[1 o}
c d 5 2 0 1 3¢c+5d c+2ad 0 1
3a+5b=1 N 30+5b=1
a+2b=0x(=3) -3a-6b=0

-b=12b=-1lea=2

{3C+5d=0 o[ 3c+s5d=0
Cc+2d =1x(=3) -3¢ -6d = -3

-d=-32d=3ec=-5

Logo,A-lz{ 2 -1 }
-5 3



Atividades

42. Determine a matriz inversa de cada uma das matrizes:

a)A:{5 3} b)52{3 8}
3 2 2 b5

43. Dada a matriz A = { 2 3 } , determine a matriz X tal que X+ A1 = At
11

44, Calcule (A + A1)?, sendo A = { 12 } Q /\
3 4

A
Determinantes 7

Dada uma matriz A, quadrada de ordem n, podemos associar a ela um numero real,
chamado determinante da matriz A, obtido a partir de operacdes realizadas com seus
elementos.

Para se indicar o determinante de uma matriz A, utiliza-se a abreviatura det A ou duas
barras em torno dos elementos da matriz.

Notacao:

det Aou |A|

Seja, por exemplo, a matriz A = { 13 }
5 7

Seu determinante sera um numero indicado por det A = ‘ 13 ‘ :
5 7
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O calculo do determinante de uma matriz A pode ser feito por uma lei geral que
estabelece as operacdes a serem realizadas com os elementos da matriz. Antes de
estudarmos essa lei geral, vamos estabelecer regras praticas para determinantes de
matrizes quadradas de ordens 1,2 e 3.

Determinantes de matrizes de
ordens1,2e 3

Matriz1 x 1
Dada a matriz A = [a, ], 0 seu determinante € o proprio numero a,;.
detA=la,l=a,

Assim, para uma matriz A = [-3], temos: det A = -3.

Matriz2x 2

’ ] , 0 seu determinante € igual ao produto dos elementos da

21 22

Dada amatriz A = {

diagonal principal menos o produto dos elementos da diagonal secundaria. Esquemati-
camente:

det A= a,a,, - 4,0,

O determinante da matriz A = { 32 } por exemplo, sera:
4 5

det A= =35-2:4=7
24 35
Matriz3x 3
a a. a
11 12 13
DadaamatrizA=| ¢ a a , 0 seu determinante éigual a:
21 22 23
a a_ a

detA= 00,055 +0,0,,0;5 +0,30,,05, = ,0,,0, — 00,505, = 4,0,

Para obtermos essa soma, usamos uma regra pratica denominada regra de Sarrus.



Acompanhe as etapas que compdem essa regra:

- Repetem-se, a direita da matriz, as duas primeiras colunas:

a a a a a

1 12 13 11 12

a a a a a
21 22 23 21 22

a a a a a
31 32 33 31 32

- Efetuam-se os produtos dos elementos indicados, conservando-se 0s sinais:

012023031

013021032

- Efetuam-se os produtos dos elementos indicados, trocando-se os sinais:

—0,,d,,04,

12023031

-a

-a,,9,,05,

- Somam-se os produtos obtidos:

det A= 00,05, +0,0,,05, + 030,05, = 0,,0,,0, = d,0,,0,5, = 4,0, 5,

Atividades resolvidas

R18. Calcule o valor do determinante da matriz A =

N w =
==
N O+
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Resolucao

O determinante da matriz A, quadrada de terceira ordem, e calculado pela regra de
Sarrus:

det A=

-2 0 -24 4 O 3
detA=4+0+3-2-0-24=>detA=-19

-2 1 -3
R19.DadaamatrizA=| 4 2 -1 |, vamos calcular?2:detA.
5 1 1

Resolucao

30 -2 -4 -4 -5 _12
detA=-4-5-12+30-2-4
detA=322detA=6

R20. Determine x tal que

X2‘=8.
3 1

Resolucao

X 2‘:8©x—6=8
31

Logo, x =14.




Atividades

45, Calcule o determinante das matrizes:

a)A:{3 _2}
1 4

46. Determine x tal que:

a)| ex 2 |=12 by 2x 1 3 4
-3 1 3 5 2 1

47. Calcule o determinante das matrizes:

a)A:(aU)Mlauzi+2j b)B—(bU)MI.buziz—j

48. Calcule o determinante das matrizes:

aA=

= =Y

1
3
1

(NSO JENAN

) D=(d), ,ld,=3i-2

49. Determine o valor de x para que:

X 1 3 2 1+x 3 1 3 O
al 2 1 41| =0 b)|2 1 1| =-3 a2 x 3| =1

-1 2 3 5 2 0 0O -1 -2
50. Resolva as inequagoes em R:

A - 1

3 >l 4 3 1 2 1 3 1 3 1

al 1 -1 2 - b)| 4 x 1|5 -1 2 X
3 -1 2 1 4 -3
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Determinante de matrizes
de ordem n

O determinante de uma matrizA =(a)), . comn 2 2, pode ser obtido a partir do con-
ceito de cofator de um elemento da matriz A.

Cofator

Dada uma matriz A = (ad)nxn. chama-se cofator do elemento a, o numero A,j =(=1)+. Dy"
em que D, € o determinante da matriz que se obtem de A eliminando-se a linhai e a

colunaj.

2 3 4
NamatrizA=| 1 5 -1 | vamos determinar, por exemplo, o cofator do elemento
7 -2 O

a,,. Inicialmente, obtemos D,, eliminando a linha 2 e a coluna 2 da matriz A:

2 3 4

1 5 -1 <—Linha2:>022:‘ 2 4|

7 -2 0 7 0
T

coluna 2

O cofator de a,, éonumero A, =(-1)22-D_..

A, =D

22

2 4 |:1-(—28)E>A22:—28
7 0

A partir do conceito de cofator, podemos enunciar a lei geral para o calculo do deter-
minante de uma matriz quadrada de ordem n > 2, conhecida como teorema de Laplace.

Teorema de Laplace

Dada uma matriz A, quadrada de ordem n > 2, o valor de det A € o numero real obtido
pela soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) por seus
respectivos cofatores.

Assim, se considerarmos os elementos de uma linha i/, podemos escrever:

detA=a. A +a, A +.+a A
il il 2 i2 in in



Atividades resolvidas

R21. Calcule o determinante da matriz A =

n — O
o -
nD = no

Resolucao

Vamos calcular o determinante de A a partir dos elementos da primeira linha:

detA=o:11-An+c112-A12+a13-A13
31 11
1 2 2 2
detA=0-6-1D-1-2-20+2 (1-6)=-10

detA=0 (-1 +1-(-Di*e. +2- (-3

13‘
2 1

Atividades

1 31

51.DadaamatrizA=| -1 2 1 |, calcule o cofator dos elementos:
3 4 0

ala, C) a,,

b) a d)a

31 32

52. Calcule o determinante das matrizes:

a)A:(3 4)
7 8

<)

8y ]

1
S
O - 0O
N wO
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53. Calcule o determinante das matrizes:

1 5 2
aA=| O 1 O

2 1 3

3 2 1 -2
mB=| 1 0 -1 1

2 1 1 O

10 1 -1

Propriedades dos
determinantes

Para uma matriz quadrada A de ordem n, podem ser demonstradas algumas proprie-
dades que simplificam o calculo de seu determinante.

- 12 propriedade
Se A tem uma fila com todos os elementos nulos, seu determinante € nulo.

Tomemos, por exemplo, a matriz A a seguir. Utilizando o teorema de Laplace, pode-
mos calcular seu determinante a partir dos elementos nulos da 22 linha. Como todos os
produtos desses elementos por seus cofatores serao nulos, teremos:

2 1 3

A= O O O |=2detA=0
2 -1 4

- 22 propriedade

Se uma matriz A tem duas filas paralelas proporcionais, seu determinante € nulo.

Por exemplo, na matriz

2 3 5
A=| 6 1 O
4 6 10

cada elemento da 32 linha € o dobro do correspondente na 12 linha. Sendo assim, dizemos
que a 12 e a 32linhas sao proporcionais e o determinante sera nulo.



Ja para a matriz

o determinante sera nulo, pois a 12 e a 32 colunas sao iguais.
- 32 propriedade

Se trocarmos entre si a posicao de duas filas paralelas de A, obtemos uma matriz A',
tal que det A'= -det A.

Na matriz A a seguir, temos um exemplo no qual, ao trocarmos as posicoes da 12 e 32
linha, acarretamos a troca do sinal do determinante na nova matriz obtida. E importante
salientar que a troca de sinal ocorrera a cada troca de posicao de uma linha ou coluna da
matriz.

1 2 1]
A= 3 -2 5 |=2detA=24
4 0O 3
4 0 3]
A= 3 -2 5 |=2detA=-24
1 21
* 42 propriedade

Se multiplicarmos os elementos de uma fila de A por um numero real k, obtemos
uma matriz A', tal que det A'=k det A.

2 21
ParaA=| O -3 1 | temosdetA=-27
-3 0 2

Multiplicando a 12 linha por 2, obtemos:

4 4 2
A=| O -3 1 |odetA=2detA=-54
3 0 2

Veja agora o que ocorre com o valor do determinante de A quando multiplicamos a
matriz por 2, ao inves de multiplicarmos apenas a primeira linha. Vamos, portanto, calcular
o determinante de 2A:

4 4 2
2A=| O -6 2 |=det(24)=-216=8(-27)
6 0 4

Observe que det (2A) =23 - det A, pois multiplicamos todas as filas por 2.
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De uma forma mais geral, podemos dizer que, para uma matriz A, quadrada de
ordem n, temos:

det(k-A)=R"-det A
- 52 propriedade

O determinante de uma matriz € igual ao determinante de sua transposta.
det A=det A

Ao fazer a transposicao da matriz A, por exemplo, obtemos o mesmo valor para det A:

-5 2 0
A= 1 1 3 |=detA=43
1 2 -1
-5 1 1
Al = 2 1 2 |=detAt=43
0 3 -1
- 62 propriedade

O determinante do produto de duas matrizes quadradas de mesma ordem € igual ao
produto dos determinantes dessas matrizes.

det(A B)=det A detB

Considere, por exemplo, as matrizes A e B a seguir:

A{ 2 1 }wdetA=5
1 3

B= { 15 }E>detB:2
o -2
-1 -1
Observe que det (A - B)=det A - det B.
- 72 propriedade

A-B:{ -2 8 ]:>det(A-B)=10

Se somarmos a uma fila de A uma outra fila previamente multiplicada por um numero
real, obtemos uma matriz A’ tal que det A'=det A.

Quando fazemos uma transformacao dessa natureza numa matriz, dizemos que
estamos fazendo uma combinagao linear. Essa propriedade nos garante, portanto, que
ao fazermos combinagoes lineares entre filas de uma matriz, o valor de seu determinante
nao se altera. Observe, como exemplo, a combinacao linear que fazemos entre linhas da
matriz A:

4 1 2
2 2 -1



Multiplicando a terceira linha por 2 e adicionando-a a primeira, obtemos A’

“4nea] < + |

A=l 1 3 2 A

]

O
2

3
3 = detA'=15
2

>
Il
N o~ O

-1

Atividades

54. Calcule os determinantes das matrizes a seguir sem desenvolvé-los.

1 20 12 5
AA=| 3 20 bB=| 3 4 -1
4 -5 0 12 5

55. E dada a matriz A :{ x Y } Sabendo-se que det A =12, calcule:
z t

b)

a) z
t

z t
Xy

X
y

Regra de Cramer

A solucao de um sistema linear com n equacdes e n incognitas pode ser obtida
utilizando-se o calculo com determinantes em uma regra pratica denominada regra de
Cramer. Considere o sistema:

ax +ax +.+a x =b
1 1 112 2 in n 1
ax +a x +.+a x =b
21 1 22 2 2n n 2

a xX +a X +.+a x =b
nt 1 n2 2 nn n n
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Para obtermos sua solucao por meio da regra de Cramer, procedemos da seguinte
forma:

Calculamos o determinante da matriz A, formada pelos coeficientes das variaveis do
sistema:

a ... q
1 12 1in
a a ... q
det A = 21 22 2n
a a ... q
ni n2 nn

Calculamos os determinantes das matrizes obtidas a partir de A, substituindo cada
coluna dos coeficientes de x pela coluna dos termos independentes do sistema:

b a . a
1 12 in
det Xl — bz azz azn
b a . a
n n2 nn
b .. a
1 1 1in
det X2 — 021 bz azn
a b .. a
ni n nn
.. b
1 12 1
det X = 021 022 bz
n . . .
a a_ .. b
ni nz n

Se det A # O, o sistema e possivel e determinado e sua solugao sera:

det X det X det X
= 1 X.= 2 .. X = n

2

det A det A " detA

1

Note que so é possivel usar a regra de Cramer em sistemas n x n em que det
A # 0. Caso ocorra que det A = O, a discussao da solucao do sistema deve ser feita por
escalonamento.



Atividades resolvidas

R22. Determine a para que o sistema J3X *2Y = 10 sgja possivel e determinado.
5x +ay =6

Resolucao

Para que o sistema seja possivel e determinado, € necessario que o determinante da

matriz dos coeficientes seja diferente de zero.

3
5 a

detA#0=

¢Oc>3a—1O¢O:>a¢1_O
3

Atividades

56. Resolva os seguintes sistemas pela regra de Cramer:

a) J3Xx—2y =3
X—-y=-1

b) J5X — 3y =13
4X + 06y =2

57. Determine a para que o sistema {_X +5Y =15 seja possivel e determinado.
3X+ay =9
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Resumo

Equacgoes lineares

ax, +ax,+..+ax =Rk emque:

Xy X, . X SA0 @S iINCcOgnitas da equacao;

a, a,, .., a_ sao numeros reais denominados coeficientes da equacao;

k € um numero real chamado de termo independente da equacao.

Sistema de equacoes lineares
anxl i a12X2 Y alan - b1

ax +a x +.+a x =b
mxn .21 1. 22 2. . 2n n 2

a x +a X +.+a x =b
mi1 1 m2 2 mn n m

Sistema linear homogéneo:
b =b,=.=b_=0

Classificacao dos sistemas lineares
- Possiveis e determinados: possui uma unica solucao;
- Possiveis e indeterminados: possui infinitas solucoes;

- Impossiveis: nao existe solucao.

Sistema escalonado

Sistema linear escalonado e todo sistema no qual as incognitas das equacoes line-
ares estao escritas em uma mesma ordem e o 1¢ coeficiente nao nulo de cada equa-
cao esta a direita do 1¢ coeficiente nao nulo da equacao anterior.

ax + ax + .- + ax =

1 1 12 2 in n 1
ax + - + ax =

22 2 2n n 2

ax = R

nn n n




Para se chegar a solucao desse sistema, parte-se da ultima equacao, que fornece
diretamente o valor de x e, por substituicao nas equacoes anteriores, obtem-se os
valoresde x. . x

Escalonamento e resolucao de um sistema linear

Podemos transformar qualquer sistema linear em um outro equivalente pelas se-
guintes transformacoes elementares, realizadas com suas equacoes:

- trocar as posicoes de duas equagoes do sistema;
» multiplicar uma equacao do sistema por um numero real nao nulo;

- somar a uma equacao do sistema uma outra multiplicada por um numero real.

Matrizes
Matriz generica m x n:
11 12 13 in
A = 21 22 23 2n
a a_ a a
L m1 m2 m3 mn |

Representacao por lei de formacao dos

elementos
A=(a)

if'mxn

| lei de formagdo, comie (1,2, 3,..mltejell, 2 3, .. nk

Tipos de matrizes

+ Matriz linha
A=la
+ Matriz coluna

a.l

a 13" 1n

a

1 12

11
21

31
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+ Matriz quadrada

E toda matriz cujo numero de linhas é igual ao nimero de colunas. Assim,
chamamos matriz quadrada de ordem n toda matriz do tipo n x n.

diagonal secundaria 9, 9, 95 diagonal principal
+ Matriz nula

E toda matriz do tipo m x n cujos elementos sao nulos.

- Matriz diagonal

E toda matriz quadrada em que os elementos nao pertencentes a diagonal princi-
pal sao nulos.

+ Matriz identidade
E toda matriz diagonal em que os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1.
+ Matriz transposta

Dada uma matriz A do tipo m x n, chama-se transposta de A e indica-se por A’ a
matriz que se obtem trocando-se ordenadamente as linhas pelas colunas de A.

Igualdade de matrizes

A=(a)eB=(b)sdodotipomxn|A=Bea,=b, paratodoi<i<m
paratodo1<j<n

Adicao e subtracao de matrizes
A=) eB=(b)

if'mxn i'mxn

AtB=(jtbjp) (Asismelsjzn)

mxn

Multiplicacao de numero real por matriz
A=(a) ekeR

if'mxn

kRA=k-a) ,1<ismel<j<n

xXn

Multiplicacao de matrizes
Dadas A =(a) e B=(b,). de tipos m xn en x p, o produto C=A - B sera do tipo

m x p e cada elemento c,, da matriz produto C € dado pela soma dos produtos de

cada elemento da linha i de A pelo elemento correspondente da coluna k de B.

C=A-Blc), ,ondec,=ab,+a.b, +..+a.b,



Matriz inversa

ParaA=(a) . seexistrB=(b) talque A-B=B-A=| = BeainversadeAe

if'nxn’ ij"n x

sera representada por AL,

Determinantes
A=(a)

if'nxn

= existe o numero real det A ou |A| associado a matriz.

Determinantes de matrizes de ordens 1,2 e 3

‘matriz1x1

detA=la,l=a,

*matriz2 x 2
detA=a,0,,-0a.0,

1 012

21 22
a..a a.a

21721 1722
» matriz 3 x 3 (regra de Sarrus)

a
1 12 13
A= a a
21 22 23
a a

a
31 32 33

a
1 12 13 an a12

a a

21 22 23 21 22

a a a a
31 32 33 31 32

Efetuam-se os produtos dos elementos indicados, conservando-se 0s sinais:

C’13021032



Efetuam-se os produtos dos elementos indicados, trocando-se os sinais:

—0,,0,,05;

—0,0,,0y

—039,05,
Somam-se 0s produtos obtidos:

detA = Q0,055 +0,0,0;5 + 0,505,054, = 0,00, — 0,0,,05, = 4,0,

Teorema de Laplace
Para uma matriz A, quadrada de ordemn > 2:

detA=a, A +a, A, +.+a A emqueA A... A sdoos cofatores dos
elementos dalinha /.

Propriedades dos determinantes

- 12 propriedade

Se A tem uma fila com todos os elementos nulos, seu determinante € nulo.

- 22 propriedade

Se uma matriz A tem duas filas paralelas proporcionais, seu determinante € nulo.
- 32 propriedade

Se trocarmos entre si a posicao de duas filas paralelas de A, obtemos uma matriz A’
tal que det A'= -det A.

- 42 propriedade

Se multiplicarmos os elementos de uma fila de A por um numero real kR, obtemos uma
matriz A, tal que det A'=k det A.

+ 52 propriedade

O determinante de uma matriz € igual ao determinante de sua transposta.
det A=det A

- 62 propriedade

O determinante do produto de duas matrizes quadradas de mesma ordem € igual ao
produto dos determinantes dessas matrizes.

det(A-B)=det A detB



- 72 propriedade

Se somarmos a uma fila de A uma outra fila previamente multiplicada por um numero
real, obtemos uma matriz A’ tal que det A'=det A.

Regra de Cramer
a11X1 + 012X2 Tt aan - bl
ax +ax +.+a X = b2

ax +a X +.+a x =b
ni 1 nz2 2 nn n n

1 12 in 1 1 in
det A = 021 022 azn det X2 = 021 bz azn
a a 500 (0] a b . a
ni n2 nn ni n nn
b .. b
1 12 n 1 12 1
det X = bz azz azn det X = 021 022 bz
1 . . . n o o o
b a . a a a_ .. b
n n2 nn ni n2 n
det X
detA=0=x = 2%
det A

, detX det X
X = 2 Xn = n
det A det A
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Avalie o que aprendeu

1. Calcule o valor de p para que o sistema dado admita outras solucoes além da trivial.

2Xx -3y =0

~x+(p+2)y=0

ap=2 cAp=0

b)p=1 dp=-1
1

e)PZ—E

2. Determine o valor de k para que o sistema admita uma unica solucao.

X+y+z=6
2X—y+z=3

X+Yy—RkRz=-3

ak=-1 d)r#-1
b)k=0 elR#-2
C)rR#0

3. Dadas as matrizes A =(a.)

ij"2x3' ij*2x3’

com ag:sen(l/), eB=(b,)

a, - b13' 8 4
a2 a5
b) V2 d) V5

4. Calcule x, y, z e t, sabendo que

(2
-1 2 0 -1 z t )
ax=8y=-3z=-1t=1 dx=y=z=t=-2

b)x=4,y=-5z=0;t=12 elx=y=z=t=2
Cx=y=z=t=0

5. Multiplicando[ a -3 ]( 3 4 j,obtemos [ 3 2 ).Calculea+b.
1 2

-4 b -10 -12
a) o d) 6
b) 2 e)8
c) 4

com b,.j =CoS (Ejj , calcule



6. Encontre a matriz X tal que X + B = A?, sendoA:( -1 0 j eB:( 3 -1 ]
1

1 2 2
a) X =| 2 1} o) X = 21}
L 1 2 | 0 2
b)X: _21:| d)X: -2 1:|
1 2 0 2

7. Sabendo queA:{ x Y },determinexey para QUeAZ:{ 12 }

1 2 2 5
ax=0y=1 dx=-1y=0
b)x=0;y=-1 e)x=0,y=0
Ax=Ly=1

8.Sendo dadas as matrizesA=| @ b 1 |eB= ( 1 -10 j ,taisque A-B'=
-1 1 a O 10
( 7 =5 j,obtenhaaeb.

-2 1
alb=a=2 db=2;a=-5
b)b=a=-5 elb=0a=1
Ab=-5a=2

9. Sao dadas as matrizes

4

que setenhaB-A=C.

a)X=O;y=%;z=§;t=5
dy. -3, 1,145
b)X=4;y=o;z=—§;t‘=3 X > V57 3't /

3
A=1,B=@2x-5 y+2 3z+4 t-2eC= g.Calculeovalordex,y,zetdemodo
1



86

1 je8=( 0 1 j,determineamatrizX=(A'1-B)‘-‘.
1

1 -1
d)xz[1 1)
2 1

X—4 0O O 0
11. Qual deve serovalor de x paraque setenha| © 1 0 O =0?
0 0O 1 0
0 O 0 x+1
ax=0o0ux=-2 d)x=1oux=-3
b)x=4oux=-1 elx=2oux=-2

c)x=0

12. O valor de um determinante € 52. Se multiplicarmos a 22 linha por 2, qual sera o valor
do novo determinante?

a) 104 d) 44

b) 88 e 12

c) 76
3Xx -2y =—-4

13. (EEAR-SP) O sistema (X * 4Y = =6 nas incégnitas x e y, admite uma Unica solugao
2X -3y =m

se, e somente se:

alm=#-1 cm=-1

b)m=0 dm=2

14. (EPCAR-MG) Considere o sistema nas incognitas x, y e z:

X+y—-z=1
2X + 3y +0az =3
X+ay+3z=2

Os valores de a de modo que o sistema tenha uma solugao ou para que nao tenha



solucao sao, respectivamente:
aa#2,a#-3 ca=-3,a=2
b)a=2,a=-3 d)a#3,a=2

15. (AFA-SP) A condicao que deve ser satisfeita pelos termos independentes a, b e ¢ (a,

X+2y—-z=aqa
b e c € R) para que seja compativel o sistema y+2z=5b ¢estabelecida por:
X+3y+z=c
alc-a+b=0 cc+a-b=0
b)a+b+c=0 da+b-c=0

16. (AFC-DF) De forma generalizada, qualquer elemento de uma matriz M pode ser
representado por m,, em que / representa a linha e/ a coluna em que esse elemento se
localiza. Uma matriz S = s, de terceira ordem, e a matriz resultante da soma entre as

matrizes A = (Gy) eB= (by.), ou seja, S = A + B. Sabendo-se que (ag.) =/°+j2eque bg. = +))?,

entao a soma dos elementos da primeira linha da matriz S € igual a:

a) 17 d) 46
b) 29 e) 58
c) 34

17.(FGV-SP) A, B e C sao matrizes quadradas de ordem 3, e / € a matriz identidade de
mesma ordem. Assinale a alternativa correta:

a)(A+BP=A%2+2AB+ B? AdC-I=C
b)B-C=C-B el A=l
COA+B) - (A-B=A2-B

18. (UPM-SP) Considerando o produto de matrizes:

(o2 k()

ovalorde a &

ao d) -2
b) -1 el
c)2
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19. (UEL-PR) Uma nutricionista recomendou aos atletas de um time de futebol a ingestao
de uma quantidade minima de certos alimentos (frutas, leite e cereais) necessaria para
uma alimentacao sadia. A matriz D fornece a quantidade diaria minima (em gramas)
daqueles alimentos. A matriz M fornece a quantidade (em gramas) de proteinas,
gorduras e carboidratos fornecida por cada grama ingerida dos alimentos citados.

200 | fruta
D=|300] leite
600 | cereais

fruta leite cereais
0,006 0,033 0,108 | proteinas
0,001 0,035 0,018 | gorduras
0,084 0,052 0631 | carboidratos

M =

A matriz que mostra a quantidade diaria minima (em gramas) de proteinas, gorduras e
carboidratos fornecida pela ingestao daqueles alimentos é:

[ 18,20 [ 51,90
o) | 3630 o | 4830
454,20 405,60
[ 29,70 [ 75,90
by | 16.20 o) | 2150
460,20 411,00
[ 48,30
o | 36.00
432,40

20. (Fuvest-SP) Uma matriz real A € ortogonal se A - A=/, em que I indica a matriz

1
identidade e Alindicaa transpostade A.SeA=| 2 X eortogonal, entdo x° + y? e igual a:
y z
a1 d V3
4 2
b) V3 e) 3
4 2
ol
2
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Capitulo 3

Contagem e
probabilidade



AV
Principio 7 A

fundamental da
contagem

O principio fundamental da contagem, ou principio multiplicativo,
estabelece o numero de maneiras distintas de ocorréncia de um evento
composto de duas ou mais etapas. Pode ser enunciado da seguinte
forma:

Se uma decisao E, pode ser tomada de n, modos e, tomada a decisao
E, a decisao E, pode ser tomada de n, modos, entao o numero de
maneiras de se tomarem as decisoes E, e E, én, - n,,
E E

[ n, modos ] [ n, modos } [ n, - n, modos ]

e E.

2

1

Atividades resolvidas

R1. Uma lanchonete serve 3 tipos de sanduiches e 4 tipos de
refrigerantes. Calcule o numero de modos distintos de uma pessoa fazer
um lanche constituido de um sanduiche e um refrigerante.

Resolucao
E1
[ 3 tipos ] [ 4 tipos } [ 12 modos ]

e E———F

E,: escolher um sanduiche
E, escolher um refrigerante

E: escolher um lanche

Para formar um lanche, a cada sanduiche podemos escolher um dos
4 tipos de refrigerantes; como sao 3 tipos de sanduiches, podemos
compor 3 x 4 lanches.




Se S, S, e S, saoos tipos de sanduiches e R, R,, R, e R, sao os tipos de refrigerantes,
entao o "par’ (S,, R) representa um lanche formado pelo sanduiche S, e pelo refrigerante
R

T
Lanches
possiveis

,R

Sanduiches  Refrigerantes

R

1 1 1

R, S+ R,

S R S, R
3 1”773

R4 51' R4

R, S, R,

RZ SZ’ RZ

5 R S,R
3 27 3

R4 Sz' R4

R, S, R,

s, R, S, R,
R, S, R,

R S, R

Assim, os 12 lanches possiveis sao (S, R). (S, R,). (S, R,). (S, R,).(5,. R). (5., R,). (5., R,). (S,,
R). (S, R).(S,R) (S, R)e (S, R).

-SeA=15,5, SleB={R, R, R, R} entao o conjunto de todos os pares (S, R), onde i =1,
2,3ej=12, 3, 4, que tem 12 elementos, € chamado de “produto cartesiano de A por B":

AxB=1S,R), (S, R). (S, R).(S,R). (S, R).(S, R).(S, R).(S, R).(S, R). (S, R). (S, R),
(S, Rl

R2. Dados os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, determine quantos numeros naturais podemos
formar:

a) com 3 algarismos; b) com 3 algarismos distintos.

Resolucao

a) Temos 6 possibilidades para cada um dos 3 algarismos:

centenas dezenas unidades
l d l
6 6 6 -6x6x6=216

Assim, podemos formar 216 numeros.

b) Como os algarismos devem ser distintos, isto €, ndo pode haver repeticao, cada
algarismo utilizado € excluido da etapa seguinte:

centenas dezenas unidades
l l l
6 5 4 —-56x5%x4=120

Assim, podemos formar 120 numeros.
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R3. Quantos numeros naturais de 3 algarismos distintos existem?

Resolucao

O primeiro algarismo pode ser escolhido de 9 modos (hao podemos usar o O na casa
da centena); o segundo algarismo, de 9 modos (nao podemos usar o algarismo utilizado
anteriormente); e o terceiro, de 8 modos (hao podemos usar os dois algarismos ja
empregados).

1e 29 30
algarismo  algarismo  algarismo

\J \ l

9 9 8

Assim, temos 9 x 9 x 8 = 648 numeros naturais de 3 algarismos distintos.

Atividades

1. Uma moga possui 5 blusas diferentes e 4 saias diferentes. De quantos modos
distintos ela pode se vestir?

€
G D G
© €€
€| €
5 A G
€« € ¢
B et e
« € €
€ €
€ e € e
«
€ e o
€€
€ 3
Ae . ¢«

2. Existem 2 estradas que ligam as cidades A e B e 3 estradas que ligam B e C. De
quantas formas distintas é possivel ir de A até C passando por B?

3. Uma determinada viagem pode ser feita de carro, 6nibus ou aviao. De quantos
modos pode-se escolher o meio de transporte se nao for usado na volta o mesmo
meio de transporte usado na ida?




4. Em uma prova classificatoria para as olimpiadas, 10 atletas disputam os
800 metros. Sabe-se que apenas os 4 primeiros serao classificados para as
finais. Quantos resultados possiveis existem para os 4 primeiros lugares?

5. Quantos sao os gabaritos possiveis para uma prova de 10 testes, com 5
alternativas por questao?

6. Dispondo de 6 cores, de quantas formas distintas podemos pintar uma bandeira
com 3 listras verticais de cores diferentes?

7. Uma comissao de uma camara de vereadores sera composta por 1 presidente,
1 secretario e 1 relator. Considerando que essa camara possui 18 vereadores, de
quantos modos pode ser formada essa comissao?

8. Quantos numeros de telefone com 8 algarismos podemos formar? (Utilize os
10 algarismos do sistema decimal.)

9. Quantos numeros de telefone com 8 algarismos e prefixo 3.241 podem ser
formados? (Utilize os 10 algarismos do sistema decimal.)

10. Com os algarismos 1,2, 3,4,5,6,7,8 e 9:

a) quantos numeros naturais de 4 algarismos podem ser formados?

b) quantos numeros naturais pares de 3 algarismos distintos podem ser escritos?
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11. Calcule quantas placas de carro podemos formar, dispondo de 26 letras e 10
algarismos, considerando:

a) 3 letras e 4 algarismos;

b) 3 letras distintas e 4 algarismos distintos.

12. Um cofre de seguranga possui um disco com as 26 letras do alfabeto e dois
outros numerados de 1 a 9. O segredo do cofre consiste em 4 letras distintas, em
uma determinada ordem, e 2 numeros distintos, também em ordem. Considerando
que as letras devem sempre anteceder os numeros, quantos segredos diferentes
pode ter o cofre?

13. Quantos numeros naturais de 4 algarismos distintos existem?

14. Quantos numeros naturais pares de 3 algarismos distintos podemos formar com
os algarismos de O a 9?

15. Quantos numeros naturais impares de 3 algarismos distintos podemos formar
com os algarismos de O a 9?

16. Quantos sao os inteiros positivos de 4 algarismos distintos nos quais o algarismo
5 sempre figura?

17. Quantos numeros naturais de 5 algarismos, distintos e maiores de 53.000,
existem?




18. Quantos numeros compreendidos entre 2.000 e 7.000 podemos escrever com os
algarismos impares sem os repetir?

19. Quantos numeros de 3 algarismos sao maiores que 320 e:

a) possuem todos os algarismos distintos?

b) nao possuem os algarismos 2,5 e 7?

C) possuem todos os algarismos distintos e nao possuem os algarismos 2, 5 e 7?

Fatorial

Para tornar mais pratica a representacao e a execucao dos calculos relativos aos
problemas de contagem, vamos introduzir um novo conceito: o produto
nin-1Dn-2)..3-2-1échamado n fatorial, ou fatorial de n, e representado por n!. Entao:

nN=nn-Dn-2)..3-2-1.(nhe N)
Leitura de “n!"; n fatorial

Convenciona-se que O!'=1e1l=1

Atividades resolvidas

R4. Calcule os fatoriais:

a) 5!
c)l!
5!
b) 4! d)(n—l)!
(n+1)
Resolucao
a)bl=5x4x3x2x1=120 | |
o L= 7058 7 6-42
D)4l =4x3x2x1=24 5 5
(n—1)!= (n = _ 1 __ 1
n+1 n+nh-1D" (h+n n*+n
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I+ 5!
3!

R5. Simplifique a expressao:

Resolucao

Para simplificar, decompomos 4! e 5! em funcao do menor dos fatoriais, que € o 3!

4145 _4-31+5-4.3 _3M4+54)

3! 3! 3! =24
| | | ]
Atividades
20. Simplifique as expressoes:
y 10! y 10!
¥ gl P
26! 8!
b) PEl d) S

21. Verifique em seu caderno a alternativa correta:

a) 10! =81+ 2! c) 10l =121 - 2!
b) 10! =2!. 5l d)10'=10-9 - 8!
22. Efetue: S0+ 51

49!

23. Simplifique as expressoes:

25. Resolva as equacgoes:

(x + ! x!




NG
Permutacao AN
simples 7

Dados n objetos a,, a,, a,, ... na, podemos formar com todos eles, sem repeticao,
agrupamentos de n elementos que diferem entre si apenas pela ordem dos elementos
em cada agrupamento. O 12 elemento pode ser escolhido de n modos, isto €, pode ser
qualquer um dos n objetos; o 2¢ elemento pode ser qualquer um dos n - 1 elementos que
nao foram usados no 1¢lugar, e assim por diante. Temos entao: n possibilidades para o 12,
n-1parao?2% n -2 parao 39 .., até uma unica possibilidade para o ultimo elemento. Pelo
principio multiplicativo, o numero total de agrupamentos (ou ordenagodes) dos n elementos
seraigual a:

n-tn--n-2-..-3-2-1=n!

Cada um desses agrupamentos € chamado de permutagao dos n objetos dados.
Concluimos, portanto, que o numero de permutacdes de n ohetos (elementos) € igual a
nt.

P=nin-1Dn-2).1=n

P =n!

(ne N)

Leitura de P _: permutacao de n elementos

Dada uma palavra (como CASTILHO), cada permutacao de suas letras recebe o nome
de anagrama. Observe que um anagrama € uma palavra que pode nao ser dicionarizada.

Atividades resolvidas

R6. Obtenha os anagramas da palavra CASTILHO.

Resolucao

Fazer um anagrama de uma palavra € formar outra pela transposicao das letras da
primeira, ou seja, permutar as letras para obter-se outra.

Assim, permutando suas 8 letras, temos:
P, =8!=40 320.
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R7. Considere a palavra PERNAMBUCO. Quantos anagramas:

a) podemos formar? ¢) comecam com PER?
b) comecam com a letra P? d) possuem a silaba PER?
Resolucao

a)

Com 10 letras distintas, que trocam de posicao entre si, temos:
P,, = 10! anagramas.
b)

Y
9 letras
P, = 9! anagramas.

c)
(PleE[R] T T T [ [ [ |
AN

J

Y
7 letras

P,=7!anagramas.

®<

Considerando a silaba PER como se fosse uma unica letra, temos:
P, = 8!

R8. Dispostos em ordem crescente todos os numeros de 4 algarismos, obtidos com 1, 3,
5 e 7 (sem repetin), que posicao ocupa o humero 5.731?

Resolucao

Para resolver esse tipo de exercicio, estudamos as possibilidades de cada algarismo
em cada casa, separadamente. Dessa forma, temos um controle maior até encontrar a
posicao de 5.731.

— P, =31=6

— P,=31=6

—>P2=2!=2
|
K

emos 6 + 6 + 2 + 2 + 1= 17 numeros menores; portanto, o numero 5.731 ocupa o
8¢ lugar.

—>P2=2!=2

HH
H.

— P =1l=1

=




Atividades

26. Determine quantos anagramas possuem as palavras:
a) ESCOLA b) RIMA c) PEDAL

27. Qual é o numero de anagramas da palavra FUTEBOL que:

a) terminam com BOL?

b) possuem a silaba TE?

C) possuem, juntas, as letras F, U e T?

28. Quantos anagramas da palavra VESTIBULAR:

a) tém, juntas, todas as vogais?

b) tém, juntas, as letras V, E, S, e T, nessa ordem?

29. Quantos anagramas da palavra BIGODE tém as consoantes e as vogais dispostas
alternadamente?

30. Qual a soma dos numeros que se pode formar com as permutagoes dos
algarismos 1, 2, 3 e 4?
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31. Forme numeros obtidos pela permutacao dos algarismos 2, 3, 4, 8 e 9 e disponha-
os em ordem crescente. Que lugar ocupa o numero 43.892?

32. Em uma estante estao dispostos 8 livros distintos, sendo 3 de Matematica, 2 de
Fisica e 3 de Quimica. Determine de quantas formas distintas podemos dispor os
livros, de tal maneira que fiqguem sempre juntos:

a) os de matematica;

b) os de uma mesma matéria.

Permutacao com
elementos repetidos

De modo geral, o numero de permutacoes de n objetos, dos quais n, sdo iguais a A, n,
sao iguais a B, n, sao iguais a C, etc. e dado por:

n,.n,n,..n n!

e
n n'nint.n!
1 2 3 kR

(he Nen,n,n,..n eN

Atividades resolvidas

R9. Quantos anagramas podem ser formados com as letras da palavra NATA?

Resolucao

Se todas as letras fossem distintas, teriamos 4! permutacées. Como temos uma letra
repetida, esse numero sera menor, visto que uma permutacao entre letras repetidas nao
produz nova palavra. Vamos colocar indices nas letras repetidas para visualizar o que
acontece. Assim, NA TA,, NA, TA,, que seriam diferentes se A, # A, sao, na verdade,
iguais quando retiramos os indices, ou seja, o resultado deve ser dividido por 2, pois
duas palavras sao contadas apenas uma vez.




Entao o numero de palavras distintas que podem ser formadas por permutacao das

| . .2
letras de NATA € igual a % = % =12.

R10. Quantos anagramas podem ser formados com as letras da palavra BALADA?

Resolucao

Nesse caso, temos 3 letras A que, se fossem letras distintas, teriamos 6! permutagoes,
mas todas as permutagoes de A/AA,, que sao em numero de 3! =6, produzem a
mesma palavra.

6l 6.-5-4.3.2-1

Temos entao Bl 351 =120 palavras.

R11. Quantos numeros de 7 algarismos podem ser formados usando os algarismos 2, 2,
2,33 4eb5?

Resolucao
Se todos os algarismos fossem distintos, teriamos P, = 7! numeros.

Porém, como temos trés 2 e dois 3, teremos um numero menor representado por

! 6-5-4-3 ,
pea — /- _ 7 _
7 32l 321 numeros = 420 numeros.

Atividades

33. A partir da palavra CARAGUATATUBA, determine quantos anagramas:

a) podemos formar. b) comegam por vogal.

34. De quantos modos podemos separar 10 alunos de uma classe em dois grupos:
um de 6 alunos e o outro de 4?

35. De quantos modos podemos embalar 15 sabonetes em 4 caixas, sabendo que na
primeira cabem 3 sabonetes, na segunda, 4, na terceira, 6 e na quarta, 2?
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36. Bruno mora 3 quarteirdes ao norte e 5 quarteiroes a leste de sua escola. Quantos
caminhos possiveis, percorrendo sempre a menor distancia, Bruno pode fazer para ir
de sua casa a escola?

37. Quantos numeros de sete algarismos podem ser formados usando os algarismos
2,2,2,3,3,4e5?

Praticas interdisciplinares

Combinacgoes e recombinagoes no DNA

O modelo do DNA, proposto na década de 1950, parece uma hélice dupla, contendo
em cada “corrimao’ uma sequéncia de bases nitrogenadas, denominadas adenina (A),
timina (T), citosina (C) e guanina (G).

As duas hélices ligam-se uma a outra por “degraus’ formados por pares especificos
dessas bases. Assim, a adenina liga-se sempre a timina (A - T ou T - A) e a citosina,
aguanina(C-Gou G - C).

Quando a dupla hélice do DNA se abre para a producao de uma molécula de RNA,
responsavel pela sintese de proteinas na célula, a sequéncia de bases nitrogenadas
determina a sequéncia que tera o RNA.

O RNA vai, entao, promover a sintese das proteinas a partir dos 20 tipos de aminoacidos
existentes. Como a mensagem contida no RNA vem do DNA, podemos dizer que € este
ultimo que determina a sequéncia de ligacdes dos aminoacidos, de forma a sintetizar
uma nova proteina.

Cada aminoacido, dos 20 existentes, € codificado por uma sequéncia de trés bases
nitrogenadas, entre as quatro existentes (A, T, G e C). E facil entender a necessidade de trés
bases para cada aminoacido: com duas bases (AA, AT, TA, GC, CG, TT, etc.), so poderiamos
codificar 16 aminoacidos (42 = 16). Porem, como sao 20 os tipos de aminoacidos, sao
necessarias sequéncias de trés bases nitrogenadas. Fita dupla do DNA

eixo da simetria

Y

Como existem 64 permutacoes (42 = 64), isso nos leva a conclusao
de que muitas combinagoes de trés bases se repetem para um mesmo
aminoacido.

Essas e outras combinacoes de aminoacidos e bases nitrogenadas
traduzem um conjunto de informagdes correspondente a mais
de 3 bilhdes de caracteristicas relativas a especie humana. Esse
numero, segundo os cientistas do Projeto Genoma, responsaveis por
mapear o chamado “codigo da vida", constituem a identificagao de
aproximadamente 97% do mapeamento do DNA humano.

Agora, converse com sua turma: R



1. Por que sao necessarias trés bases nitrogenadas para codificar cada aminoacido?

2. Como a relacao entre o numero de aminoacidos e 0 numero de permutacoes de bases
nitrogenadas resulta em repeticoes de combinacdes?

3. Vocé considera importante a matematica no entendimento da Biologia?

4. Dos seus estudos nas Ciéncias da Natureza, que outras areas utilizam ferramentas da
matematica em suas explicacoes?

5. Aproveitando o assunto do texto, o que mais voceé sabe sobre DNA? Converse com
seu professor de Biologia a respeito.
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AN AV
Combinagoes 7
simples

Representamos por C = o numero de combinagoes de n objetos tomados p a p.
Por exemplo, as combinagoes simples de 3 dos 4 objetos a,, a,, a,, a, sao:

la,a, a}lla,a,atla, a, alla, a,al
Assim, C, ,=4.

Analisando essa resposta: a escolha do 12 elemento da combinacao pode ser feita de
4 modos; a do 22, de 3 modos e a do 3¢, de 2 modos. A resposta parece ser 4 x 3 x 2 =24.
Entretanto, se pensarmos em uma combinacao, por exemplo la,, a,, a,l, verificamos que
as combinacoes {a,, a,, a.l, {a,, a,, a l a,, a, a.l etc. sdo idénticas e foram contadas como
se fossem diferentes. Portanto, na resposta 24, estamos contando cada combinacao uma
vez para cada ordem de escrever seus elementos.

Como em cada combinacao os elementos podem ser escritos em P, = 3! = 6 ordens,

cada combinacao foi contada 6 vezes. Logo, a resposta e 2—64 =4.

Genericamente, temos:

n(n-1)..(n-p+1)

Cn’p: p! ,0<p<n
Multiplicando o numerador e o denominador por (n - p)!, obtemos:
n n!
C = =—,0<p<n
: (pJ pl(n-p)

Cp= (”] é chamado de numero binomial.
p

Atividades resolvidas

R12. Calcule o numero de comissdes com 2 professores e 3 alunos que podem ser
formadas a partir de um grupo de 5 professores e 8 alunos.

Resolucao

Para escolher os professores, temos C, , possibilidades, e para cada uma delas temos
C, 5 possibilidades de escolher os alunos. Portanto, o numero de comissoes é:

C., C,,=10-56="560
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R13. Quantas diagonais possui um poligono convexo de 9 lados?

Resolucao

O numero de segmentos que tém extremidades nos veértices do poligono &:

| .8.71
el =987.:36

C

227 29-2) 27!

Desses segmentos, 9 sao lados e, portanto, o numero de diagonais € 36 - 9 =27.

R14. Dados 7 pontos distintos, 4 sobre uma reta e 3 sobre uma paralela a primeira,
calcule o numero de triangulos com veértices nesses pontos.
rils

Resolucao

Temos, no total, C, , agrupamentos de 3 pontos, sendo que C, , sao pontos alinhados
emre C_, sao pontos alinhados em s. Como 3 pontos alinhados nao determinam um
triangulo, temos que o numero de triangulos é:

C,,-C,5-C,,=35-4-1=30.

Atividades

38. Em uma classe de 20 alunos, o professor deseja organizar grupos de 5 para
trabalhar no laboratério. Quantos grupos distintos podera formar?

39. Quantos subconjuntos de 4 elementos possui um conjunto de 8 elementos?
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40. Um baralho comum possui 52 cartas. De quantas formas distintas um jogador
pode receber 5 cartas?

41. Determine o numero de diagonais de um poligono convexo de n lados.

42. Em uma camara municipal, deve-se formar uma comissao de 8 vereadores de

tal maneira que 3 sejam do partido A, 2 do B e 3 do C. Quantas comissoes distintas
podem ser formadas, sabendo-se que os partidos A e C tém 8 deputados cada e o
partido B tem 5 deputados?

43. Em uma selecgao de futebol, existem 8 jogadores de ataque, 6 de meio-campo,
6 defensores e 3 goleiros. Quantos times diferentes podem ser formados utilizando-se
1 goleiro, 4 defensores, 3 meio-campistas e 3 atacantes?

44. Resolva o exercicio anterior sem considerar as posicoes dos jogadores, com
excecgao do goleiro.

45. A figura a seguir mostra uma circunferéncia com os 6 vértices de um hexagono
regular. Quantos quadrilateros com vértices nesses pontos podemos inscrever na
circunferéncia?




46. Quantos triangulos com vértices em duas retas paralelas r e s podem ser
formados com 4 pontos distintos em uma e 5 pontos também distintos na
outra?

g

A

Numeros Q
binomiais Rj

Denomina-se numero binomial todo numero na forma ,comne N, p
e N, n>p, em que: /3

)=

lé-se: binomial de n sobre p.

n: numerador do binominal.

p. denominador do binominal.

Note que (”) =C,
o '
Podem ser demonstradas duas importantes propriedades dos humeros
binomiais:
12) Binomiais complementares

Dois binomiais de mesmo numerador, em que a soma dos
denominadores ¢ igual ao humerador comum:

(5)=(3-)

22) Relacao de Stifel
B)-Gak5)
= +
p) \p-1 p
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Atividades resolvidas

R15. Calcule os numeros binomiais:

() ()

Resolucao

7\ _ 7
a)(zj_z!s!

b) (n)zi =1
0 oln!

R16. Verifique a igualdade: (gj = @)

Resolucao
5y_ & _(5)_5 . & _ 5
De fato, (2} "2 € (3)_ 320 7 23 32

Dois binomiais serao iguais quando possuirem numeradores e denominadores iguais ou
se forem complementares.

(5)-(0)= 23

R17. Determine x em (Q = (Zj .

Resolucao

3 ()=
= =
3 X 3+ X=7=>Xx=4

Triangulo de Pascal

Triangulo de Pascal € uma tabela de numeros binomiais dispostos da seguinte
maneira:

- em uma mesma linha, todos os binomiais com numeradores iguais;




- em uma mesma coluna, todos os binomiais com denominadores iguais.

O~ OW OMNM O OO
P, NP, W RPN R e
SN W NN
~_

B
NG
N\ 7~ N /77 N, -~

e DD 3

SO e

VO 7~ N/~ N~ N~ N, -~/

7~ N\
Ne—
N

eee N 3 e
Ne—
7N\
3

o) 7

Calculando cada binomial, temos:

1
4
10 10 5 1

T T S
oA W
w

As propriedades binomiais podem ser facilmente observadas no triangulo de Pascal.

- No triangulo, dois binomiais complementares ocupam posicdes equidistantes dos
extremos de uma linha:

1

1 1

1 2

1 3 3

1 4 4

1 5 10 10 5 1
1 6
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Chamamos esses binomiais de complementares.

5)-(a70)

P n-p

- Somando-se dois binomiais consecutivos de uma linha, obtém-se um numero que se
encontra na linha seguinte, abaixo do segundo binomial somado:

1

1 1

1 2 1

1 g s

1 4 g 4

1 5 10 10 + ﬁ

1 6 15 20 15 6
1 7

21 35 35 21 7 1

Essa relacao € denominada de relacao de Stifel.

(-G

- A soma dos elementos de uma linha n éigual a 2".

1 S5,=2°=1

11 5 =2'=2

1 21 S,=2°=4

1 3 31 5,=2°=8

1 4 6 41 S5,=2'=16
1 5 10 10 5 1 5, =2°=32
Linhan S =2"

Atividades resolvidas

R18. Calcule o valor de x na equacao:

2)-(2.)
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Resolucao

Condicao de existéncia:
2X<B X< g

X +2<52>X<5—-2X<3

xeN

2X = X+22X =2
Assim,(5j= ( 5 ) = <ou
2X

X+ 2
2X+ X +2 =X =1

S=1{12}

Atividades

47. Calcule os binomiais:
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49. Calcule o valor de x nas equacoes:

2(3)-(5)
b) (lez_ J

2

Binomio de Newton

Denomina-se bindmio de Newton todo bindmio da forma (a + b)’, com n € N. Vamos
desenvolver alguns bindmios de Newton:

n=0=(@+hbP=1

n=1=(@+blt=1a+1b
n=2=(a+b)?=1a°+2ab + 1b?
n=3=(a+b)P=1a%+ 3a°b + 3ab? + 1b*
n=4=(a+b)=1a*+ 4a®b + 6a°b? + 4ab® + 1b*

Observe os coeficientes dos termos do desenvolvimento de (a + b)". Eles formam
o triangulo de Pascal. Observe tambem que os expoentes de a decrescem de n ate O,
enguanto os de b crescem de O an.

Vamos agora escrever o bindmio (a + b)", utilizando os coeficientes binomiais:

(a + b)n = (g)a”bo + (?)a“bl + (g)a“bz + .,.+(Z)Gnkbk o+ (Zjaob”

Note que, em qualquer termo do bindmio, a soma dos expoentes de a e b € sempre n.

Termo geral

Um termo qualquer do bindmio pode ser expresso pela formula do termo geral:

Tfm:(@ a”- kb,

em que k + 1 é a posicao do termo e n, o expoente do bindmio.



Atribuindo a k valores que variam de O a n, temos:

k=0=1otermo: T, = [”) a"-%p°
0

kR=1=2°termo: T, = (”j ar-pt
1

k=22 3°termo: T, = (”) an-2p?
2

k=n=n+1rtermo: T = [”)a””b“
n

Observe que a ordem de cada termo € sempre uma unidade maior do que o valor

atribuido a k.

Atividades resolvidas

R19. Efetue o desenvolvimento de (x + 3)*.

Resolucao

4_4.0 43_142,24,34.4
(x+3)_(ojx4 3 +(1)x 3+[2jx 3+(3)x 3 +(4)x0 3

X+3)=1-x*1+4-x3-3+6-x2-94+4.-x-27+1-1-81
X+ 3)*=x*+12x°+54x2+108x + 81

R20. Determine o sexto termo do desenvolvimento de (x + 2)8;

Resolucao

Para obter o 6° termo, devemosterk=5e T, = (2)){8-’? -2k

Logo:
(B 2

6:% X3 32=1792x3
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R21. Calcule o termo médio do desenvolvimento de (2x - y)&.

Resolucao

Como, nesse caso, temos 9 termos, o termo medio € o quinto.

T = (8j (2P (-y)ek=4 Ts= @ (20 (=y)* =1120 xy*

kR+1 k 5

6
R22. Determine o termo independente de x no desenvolvimento de (Xz + l) :
X

Resolucao

Inicialmente, escrevemos o termo geral:

k
6 B l 6 X12—2k
Tpir= (/?) ) k(xj = T = (/?) "

6| 1.
T, = (/?) X2 - 3k

Para que T, , seja independente de x, devemos ter:
12-3k=0=>k=4

Logo., o termo independente e: T, = (i)xo = T,=15.

Atividades

50. Desenvolva os binomios
a) 2x + *

b) (3x - y)®
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51. Determine o termo pedido no desenvolvimento dos binémios abaixo:

a) o quarto termo de (4x + 1V;

b) o sétimo termo de (x — 1

¢) o quinto termo de (x? - y)2.

52. Determine, se houver, o termo independente de x no desenvolvimento de:

8
53. Qual o termo em x* no desenvolvimento de (zx2 - 1) ?
X

6
54, Determine o coeficiente do termo em X? no desenvolvimento de (’2( + ;j .

55. Determine a soma dos coeficientes no desenvolvimento de (x - y)°.
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V/
Nocdode /™.
probabilidade 7

Experimentos aleatorios

Experimentos aleatorios sao aqueles que tém resultados imprevisiveis. Por exemplo,
lancar um dado e obter a face 6, retirar 1 bola verde de uma urna na qual se encontram
3 bolas verdes e 2 vermelhas, ou apostar 6 numeros numjogo de loteria e acertar a quina. O
estudo de probabilidades destina-se basicamente a estabelecer uma maneira de analisar
experimentos aleatorios.

Espaco amostral e evento

Espaco amostral de um experimento aleatorio € o conjunto dos resultados possiveis
para aquele experimento.
Espaco amostral
E=lr.rry..r}
Foly Fy o 1, SA0 OS resultados possiveis

r + resultados possiveis

Veja os exemplos:
1. Quando lancamos uma moeda, temos duas possibilidades:
- obter carg;

- obter coroa.



Logo, 0 espaco amostral do experimento sera:
E ={cara, coroal

AdobeStock

2. Jogando um dado ideal e anotando a face voltada para cima, teremos o seguinte
espaco amostral:

E=1{12 34,5 6l

Qualquer subconjunto do espaco amostral chama-se evento.

Probabilidade de um evento

Probabilidade de um evento A representa a “chance” de ocorrer um evento A. O valor
p(A) € igual ao numero de elementos de A dividido pelo numero de elementos do espaco
amostral E.
numerode elementosde A n(A)
numerode elementosde £ n(E)

p(A) =
p(A): probabilidade de um evento A.
Como A C E, temos n(A) < n(E). Logo:
O0<plA) <1

Em particular, se p(A) = O, A sera chamado evento impossivel e, se p(A) =1, A sera
chamado evento certo.

Atividades resolvidas

R23. Qual € o espaco amostral quando lancamos uma moeda duas vezes seguida?
Escreva dois eventos possiveis nesse espaco amostral.

Resolucao

O espaco amostral é:

E = {(cara, cara); (cara, coroa); (coroa, cara); (coroa, coroa)l
Sao exemplos de eventos:

— obter 2 caras: A = {(cara, cara)l

- obter ao menos 1 cara: B {(cara, cara); (cara, coroa); (coroa, cara)l
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R24. Calcule a probabilidade de, jogando um dado ideal, obter um numero maior que 4:

Resolucao
Espaco amostral: E=11, 2, 3, 4, 5, 6}
evento: A =15, 6}

n(A) =2

2 1
= = =
n(E):6} PA= 6" 3

R25. Calcule a probabilidade de retirar 1 bola vermelha de uma urna contendo 3 bolas
brancas, 2 vermelhas e 5 verdes:

Resolucao

3brancas
2 vermelhas
5verdes

=nE)=10enA)=2

2
p(A)= 0 = p(A) =

ol

Atividades

56. Langando-se um dado ideal, qual a probabilidade de ser obtido um numero
menor que 4?

57. Retira-se 1 carta ao acaso de um baralho de 52 cartas. Determine a probabilidade
de ser:

a) uma dama; b) uma dama ou um rei.

58. Qual a probabilidade de sorteio de 1 bola que nao seja branca em uma urna que
contém 6 bolas brancas, 2 azuis e 4 amarelas?




59. Em um aviao viajam 40 brasileiros, 20 japoneses, 8 americanos e 3 arabes.
Escolhendo ao acaso um passageiro, determine a probabilidade de ele:

a) ser arabe; C) ser japonés ou americano;

b) nao ser arabe; d) ser argentino.

Observagao: Se p(A) € a probabilidade de A ocorrer, a probabilidade de A hao ocorrer
seral- p(A).

p(A) =1 - p(A), em que A: evento complementar de A.

60. Em uma urna ha 20 bolas, numeradas de 1 a 20. Retira-se 1 bola ao acaso.
Calcule a probabilidade de seu numero ser:

a) impar; b) multiplo de 3; c) divisivelpor2e 3. d)ymultiplode5e7.

61. Um grupo de amigos organiza uma loteria cujos bilhetes sao formados por 4
algarismos distintos. Qual é a probabilidade de uma pessoa que possui os bilhetes 1.387
e 7.502 ser premiada, sendo que nenhum bilhete tem como algarismo inicial o zero?

62. Lancando-se 2 dados simultaneamente, qual a chance de ocorrerem numeros iguais?

63. Jogando-se 2 dados simultaneamente, qual a probabilidade de se obter um
numero par na soma das faces?

64. Sao lancadas 3 moedas simultaneamente. Qual a chance de se obterem 3 caras?

65. Langcamos 2 dados: 1 azul e 1 vermelho. Sabendo que no azul apareceu o numero
3, calcule a probabilidade de obtermos a soma dos humeros maior ou igual a 7.
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Regra da soma

Considerando dois eventos, A e B, de um mesmo
espaco amostral £, a probabilidade de ocorrer A ou B(A U A B
B) é dada por:

p(A U B)=plA) + p(B) - p(A N B)
p(A U B): probabilidade de A ou B

p(A N B): probabilidade de A e B simultaneamente

Atividades resolvidas

R26. Em uma urna existem 10 bolas, numeradas de 1 a 10. Retira-se 1 bola ao acaso.
Determine a probabilidade de seu numero ser par ou maior que 4.

Resolucao

E=11,2,3,4,56,7 8 9 10l=n(E) =10
A=12,4,6,8 10l=n(A) =5
B=15,6,7,8,9, 10l=nB) =6
AnB=16,810l2n(AnB) =3

p(A U B) =plA) + p(B) - p(A N B)

PAUBI=5 6 3 *pAUB= 8
10 10 10 10

R27. Retira-se 1 carta ao acaso de um baralho de 52 cartas. Determine a probabilidade
de ela ser de ouro ou ser um rei.

Resolucao
n(E) =52
evento A: ser de ouro= n(A) =13

evento B: serrei= n(B) =4

evento A N B: serreideouros=>nAnB)=1, p(AUB)=£+i—i _ 4

52 52 52 13




Atividades

66. Em uma escola de 1.200 alunos, 550 gostam apenas de rock, 230 apenas de
samba e 120 gostam de samba e de rock. Escolhendo-se um aluno ao acaso, qual a
probabilidade de ele gostar de samba ou de rock?

67. Em uma urna existem 10 bolas coloridas. As brancas estao numeradasdela6 e
as vermelhas, de 7 a 10. Retirando-se 1, qual a probabilidade de ela ser branca ou de
seu humero ser maior que 7?

68. Retira-se 1 carta ao acaso de um baralho de 52 cartas. Determine a probabilidade
de ela:

a) ser preta ou ser figura; b) nao ser figura ou ser um as.

69. Uma caixa contém 1.000 bolas, numeradas de 1 a 1.000. Qual a probabilidade
de se tirar, ao acaso, uma bola contendo um numero par ou um numero de 2
algarismos?

70. Em um grupo, 50 pessoas pertencem ao clube A, 70 ao clube B, 30 ao clube

C, 20 pertencem aos clubes A e B, 22 aos clubes Ae C, 18 aos clubesBe Ce 10
pertencem aos trés clubes. Escolhida, ao acaso, 1 das pessoas presentes, calcule a
probabilidade de ela:

a) pertencer aos trés clubes; ) pertencer a dois clubes, pelo menos;

b) pertencer somente ao clube C; d) ndo pertencer ao clube B.
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71. Em uma urna, temos bolas brancas, amarelas, vermelhas e pretas. O numero de
bolas amarelas é o dobro do numero de bolas brancas, e o de bolas vermelhas, o
triplo. Determine a probabilidade de ser retirada uma bola preta, sabendo-se que o
numero de pretas é o dobro do numero de amarelas.

72. Uma estagao meteorologica informa: “Hoje, a probabilidade de nao chover é de
55%, a probabilidade de fazer frio € de 35% e a probabilidade de chover ou fazer frio
é de 80%". Com esses dados, determine a probabilidade de:

a) chover:;

b) nao fazer frio;

C) nao chover e nao fazer frio.

73. Um homem tem em sua mao 4 cartas de espadas de um baralho comum de 52
cartas. Se ele receber mais 3 cartas, calcule a probabilidade de ao menos 1 das
cartas recebidas ser também de espadas.

Regra do produto

Considerando dois eventos, A e B, de um mesmo espaco amostral, a probabilidade de
ocorrer A e B é dada por:

pPA N B)=p(A) - p(B/A)
pP(A N B): probabilidade de ocorrer A e B simultaneamente

p (B/A): probabilidade de ocorrer B, tendo ocorrido A
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Eventos independentes

Dois eventos A e B sao independentes quando a probabilidade de ocorrer um deles
nao depende da ocorréncia do outro. Nesse caso, p(B/A) = p(B). Assim, para dois eventos
independentes, a regra do produto pode ser escrita:

pA A B)=plA) - p(B)

Atividades resolvidas

R28. Considere uma urna contendo 7 bolas, numeradas de 1 a 7. Calcule a probabilidade
de retirarmos a bola 1 e, em seguida, sem a reposicao desta, a bola 2.

Resolucao

A probabilidade de sair a bola 1 na primeira retirada € p(A) = %

Restando 6 bolas na urna, a probabilidade de ocorrer a bola 2 na segunda, tendo

ocorrido a bola 1 na primeira, € p(B/A) = %

Como devem ocorrer os dois eventos, temos:

p(A A B)=p(A) - p(B/A) =

11
6 42

N |~

R29. Um lote de pecas para automoveis contem 60 pecas novas e 10 usadas. Escolhe-
se 1 peca ao acaso e, em seguida, sem reposicao da primeira, uma outra e retirada.
Determine a probabilidade de as 2 pecas serem usadas.

Resolucao
n(E) =70
Primeira retirada n(E) =70 = p(A) = 1
n(A) = 10 7
Segunda retirada {Zgg; z 29 = pB) = %
AnB =22 opanB=-—
P =769 P = 161
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Atividades

74. Em uma urna, ha 16 bolas, sendo 8 brancas, 4 azuis e 4 vermelhas. Retiram-se 2
bolas, uma apos a outra. Indique a probabilidade de:

a) serem ambas vermelhas.

b) 1 ser azul e 1 ser branca, independentemente da ordem.

75. Lancando-se 1 dado e 1 moeda, qual a probabilidade de obtengao de numero
maior que 2 no dado e cara nha moeda?

76. Jogando-se 4 dados, qual a probabilidade de se obterem 24 pontos na soma das
faces?

77. Sabendo-se que, ao retirar 1 carta de um baralho de 52 cartas, ela era de copas,
qual a probabilidade de que ela seja menor que 3? (Considere o as com valor 1.)

78. Uma prova é composta de 50 testes de multipla escolha, cada um com 5
alternativas, sendo apenas 1 correta. Qual a probabilidade de que um aluno, apenas
“chutando”, acerte todas as questoes?



Resumo

Principio fundamental da contagem

Um evento E e composto pelas etapas E, E,, .., E , que podem ocorrerden,,n,, ... n,

maneiras distintas.
E=E-E . -E

n

E:n1 N, N

n

Fatorial
nN=nn-0n-2)..3-2-1(nhe N)

Convenciona-se que Ol=1ell=1

Permutacao simples
P=nin-1Dn-2)..1=ntne N)
2=l

n

Permutacao com repeticao

n,.,n,.n..n n! *
piestk = ————— (neNen,n,n,..n e N
n n'nint.n! ot e =

1 2 3 I

Combinacao simples

C =_n__ 0<p<n
" plin — p)!
Numeros binomiais Igualdade de numeros
(n): " neNpeNnzp. binomiais
P pln - p)
BIRl)=
. = 15@] = 1)
Binomiais v e
complementares Relacao de Stifel

B=62 (562G
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Tridangulo de Pascal

i

Propriedades do triangulo de Pascal

- Binomiais complementares ocupam posicoes equidistantes dos extremos de uma
linha;

- somando-se dois binomiais consecutivos de uma linha, obtem-se um numero que
se encontra na linha seguinte, abaixo do segundo binomial somado;

- a soma dos elementos de uma linha n éigual a

'S =2n

Binomio de Newton

(a+b)y= (”j abe + (”] a'bt + [”)
0 1 2

a2ph + .. + (”j arkbt + | + [”) a%p”
R n

Termo geral do bindmio de Newton

Ther = (Zjankbk

Nocoes de probabilidades
Experimentos aleatorios sao aqueles que tém resultados imprevisiveis.

Espaco amostral (E) de um experimento aleatorio € o conjunto dos resultados
possiveis para aquele experimento.



Evento (A) € qualquer conjunto de resultados possiveis.

Probabilidade do evento A

PA) = numero de elementosde A _ n(A)
numerode elementosde £ n(E)
n(E)

ACE=nA)<nE)=0<plA) <1
p(A) = 0 = A é evento impossivel
p(A) =1= A é evento certo

p(A): probabilidade de nao ocorrer A
pA) =1 - p(A)

Regra da soma

pPA U B) =p(A) + p(B) - p(A N B)

p(A U B): probabilidade de A ou B

p(A N B): probabilidade de A e B simultaneamente
Eventos mutuamente exclusivos:

ANB=3J = plAU B)=plA) + pB)

Regra do produto
PANB) = p(A) - p(B/A)

(AN B)
P(A)

Eventos independentes
pA N B) =plA) - p(B)

p(B/A) =L

Avalie o que aprendeu

1. Um casal pretende ter 5 filhos. Quantas sao as possiveis sequéncias de menino ou
menina?

a) 8 d) 48
b) 16 e) 56
c) 32
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2. Uma mocga tem 5 saias, 6 blusas e 4 pares de sapatos. De quantas maneiras distintas
ela pode se vestir usando 1 saia, 1 blusa e 1 par de sapatos?

a) 120 d) 30
b) 60 e) 15
c) 45

3. A lanchonete “Coma Bem" oferece, na compra de 1 sanduiche, 1 refrigerante gratis.
Quantas sao as opgoes para um cliente se a lanchonete oferece 10 tipos de sanduiches
e 6 tipos de refrigerantes?

a) 15 d) 60
b) 30 e) 120
c) 45

4. Comos algarismos O, 1, 3, 5, 6, 7 e 9, quantos sao os humeros de algarismos distintos
compreendidos entre 3.000 e 9.0007?

a) 120 d)1.280
b) 480 e) 5440
c) 960

5. De quantas maneiras diferentes 10 pessoas podem acomodar-se em um banco de
apenas 4 lugares?

a) 970 d) 3.060
b) 1.010 e) 5.040
c) 2760

6. Quantas mensagens de codigo podem ser enviadas, contendo 10 elementos, se cada
elementoou e O (zero) ou € 1 (um)?

a) 574 d) 2.040
b) 1.024 e) 5.078
c) 1466

7. Quantos sao os humeros naturais de 4 algarismos que possuem pelo menos dois
algarismos iguais?

a) 1022 d) 6.728
b) 2.354 e) 8.088
C) 4.464



8. Usando o alfabeto de 26 letras, quantas palavras contendo 3 letras diferentes podem
ser formadas?

a) 4200
b) 6.300
c) 8400
d) 10.500
e) 15.600

9. Em um tabuleiro de xadrez 8 x 8, de quantos modos podemos colocar 8 pedes iguais,
de modo que nao haja dois pedes na mesma linha ou na mesma coluna?

a) 40.320
b) 35180
c) 28.000
d) 17.850
e) 15,000

10. Na primeira fileira de um teatro, ha 8 poltronas. De quantas maneiras podemos
acomodar 6 grandes fas de um ator que encenara uma pecga nesse teatro?

a) 20.160 d) 17.680
b) 19.900 e) 16.550
€) 18.760

11. Um rapaz deseja fazer 5 tatuagens diferentes em seu corpo. Ele escolheu as costas, o
braco e a perna para desenha-las. De quantas formas isso pode ser feito?

a) 30 d) 60
b) 40 e) 70
c) 50

12. O numero da chapa de um carro € par. Qual a probabilidade de o algarismo das
unidades ser 2?

d)

L

1
9
el

<)
Nk ol W

e
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13. No lancamento de 2 dados, qual a probabilidade de a soma dos pontos obtidos ser
maior que 77?

a) 1 d) 5
2 12
b) 7 e 1
9 12
o5
9

14. Com os algarismos 2, 3, 4, 6 e 7 sao formados numeros de 3 algarismos distintos.
Escolhendo-se 1 deles, qual a probabilidade de esse numero ser par?

a) 1 d) 3
2 7
b 3 e b
5 7
c 4
5

15. De um grupo de 8 pessoas, das quais 4 sao morenas, 3 loiras e 1 ruiva, 1 pessoa €
escolhida ao acaso. Calcule a probabilidade de ela ser ruiva.

6
1
b) > e) 1
8
ol
4

16. Qual a probabilidade de ser impar o produto de dois numeros escolhidos dentre os
numeros naturais distintos de 1a 207?

a 9 d 7
38 20
b) 9 e) 5
20 16
o /7
38



17. Sabendo-se que a probabilidade de que um animal adquira certa enfermidade no
decurso de cada més € igual a 30%, calcule a probabilidade de que um animal somente
venha a contrair a doenca no terceiro més.

a)17,5% d)11,7%
b) 14,7% e) 10,0%
c) 13,5%

18. Se num grupo de 15 homens e 5 mulheres sorteamos 3 pessoas para formarem uma
comissao, qual a probabilidade de que ela seja formada por 2 homens e 1 mulher?

a) 17 d) 30
35 76
b) 33 e) 25
35 76
c) 35
76

19. No lancamento de dois dados, qual a probabilidade de sair soma 7, sabendo-se que
ocorreu 2 no segundo dado?

a) 1 d 1
3 12
by 1 e 1
6 15
ol
9

20. Numa escola de 300 alunos, 180 sao meninas e 30 exercem a fungao de
representante, sendo 10 meninas. Escolhendo ao acaso um desses alunos, qual € a
probabilidade de que, sendo menina, seja representante?

a) 1 d 1
12 18
b) 3 e) 3
12 18
c)l
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B Wl
Voce ja comparou as formas geometricas das construcoes de sua cidade com os modelos
apresentados neste capitulo? Observe a silhueta do predio do Museu do Amanha na Praca
Maua, no Rio de Janeiro. Essas formas lembram alguma forma geomeétrica que vocé conhece
do estudo da Geometria?




A Geometria estuda o espaco e as formas, as posicoes e as medidas
dos corpos. E, sem duvida, o mais antigo ramo da Matematica, pois o es-
timulo para seu desenvolvimento vem das relacoes mais diretas que os
homens tém com o meio que o cerca, como, por exemplo, 0 dominio de
dimensdes fisicas, como distancias, areas e volumes, o desenvolvimento
de instrumentos e objetos uteis no dia a dia, as edificacdes em geral, a
representacao da natureza e a expressao artistica.

Vamos estudar a Geometria Espacial em duas etapas: Geometria de
Posicao e Geometria Métrica. Na primeira, estudaremos as relacoes en-
tre os elementos no espaco, e na segunda, os solidos geometricos e
suas medidas.



N
Geometria 7 A
de posicao

Conceitos primitivos,
postulados e teoremas

A Geometria Espacial baseia-se em trés conceitos primitivos com os
quais certamente vocé ja teve contato: o ponto, a reta e o plano.
P

Ponto

Reta

Plano

Observe que os desenhos de retas e planos representam apenas
uma parte desses objetos. Os pontos sao usualmente representados por
letras maiusculas: A, B, C, ... P, Q, .., as retas, por letras minusculas: a, b, ¢, ...,
r.s. ... e os planos, por letras minusculas do alfabeto grego: a. B. v. ..

A partir dos conceitos primitivos e postulados sao formuladas as
defini¢cdes, que caracterizam situacoes ou objetos especificos. Com base
nos conceitos primitivos, postulados e definicoes, que sao proposicoes
admitidas sem demonstracao, constroem-se proposicoes elaboradas, que
podem ser demonstradas. Essas proposi¢coes sao chamadas teoremas.

Postulados de existéncia

Postulado 1. Existem ponto, reta e plano.

Postulado 2. Em uma reta, bem como fora dela, existem infinitos pontos.



Aer

Ber; = A, B e Csao pontos colineares
Cer

Postulado 3. Em um plano, bem como fora dele, existem infinitos pontos.
Pe eQ

Aer

Ber; = A, Be Csao pontos coplanares
Cer

Postulados de determinacao

Postulado 4. Dois pontos distintos determinam uma unica reta.

r

r=AB

Postulado 5. Trés pontos nao colineares determinam um unico plano.

° *B
A

o C

a=(A B O

Postulado de inclusao

Postulado 6. Uma reta que possui dois pontos distintos em um plano esta contida
nesse plano.

Aer

=r=AB C
Ber}
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Postulado de divisao

Postulado 7. Um ponto qualquer de uma reta divide-a em duas partes:

B

A

OA: semi-reta de origem O na direcao de A.

—_

OB: semi-reta de origem O na dire¢cao de B.

Postulado 8. Uma reta qualquer de um plano divide-o em duas partes:

r

1

00!

o

ro,. semiplano de origem r
ra.,: semiplano de origem r

Postulado 9. Um plano qualquer divide o espaco em duas partes:

og,: semiespaco de origem o
e, semiespaco de origem a.

Postulado de Euclides

Postulado 10. Por um ponto fora de uma reta existe uma Unica reta paralela a reta dada.
P

s

s // r(leia:s é paralelaar)
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Atividades resolvidas

R1. Classifique como verdadeira ou falsa a afirmacao: trés pontos nao colineares sempre

determinam um plano.

Resolucao

A afirmacao é verdadeira. Enquanto por dois pontos passa uma unica reta, trés
determinarao um unico plano. Basta que vocé lembre-se de que precisamos, no
minimo, de trés apoios para sustentar um objeto equilibrado.

o (C

R2. Classifique em verdadeira ou falsa a afirmacao: dois semiplanos de mesma origem
sao sempre coplanares.

Resolucao

A afirmacao e falsa. Nem sempre dois semiplanos sao coplanares. Observe a figura:

Atividades

1. Classifique cada afirmacao a seguir como verdadeira ou falsa:

a) Uma reta tem dois pontos distintos.

b) Fora de uma reta, existem infinitos pontos.

c) Trés pontos quaisquer sao sempre colineares.
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d) Dois pontos quaisquer sao sempre colineares.

e) Fora de uma reta, existem pontos que sao colineares.

f) Trés pontos quaisquer sempre determinam um plano.

g) Por um ponto passam infinitas retas.

h) Por trés pontos nao alinhados passam trés planos diferentes.

) Uma reta que tem um ponto comum com um plano esta contida nele.

J) Um ponto qualquer divide uma reta em duas semi-retas.

1) Uma reta qualquer de um plano divide-o em dois semiplanos.

m) No espaco, existem infinitas retas.

2. Classifique, de acordo com a figura, cada sentenca como verdadeira ou falsa:

B+C Ag BC

a) Os pontos A, B, C determinam um plano o.

b) Areta AB esta contida no plano determinado por B, C e D.
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c) A reta BC nao esta contida no plano determinado por A, D e C.

d) Qualquer reta que passe pelo ponto B esta contida no plano determinado por A, C e
D.

Posicoes relativas de duas retas

Duasretasnoespaco podem pertenceraummesmo plano.Nesse caso, sao chamadas
retas coplanares. Podem tambem nao estar no mesmo plano. Nessas condi¢cdes, sao
denominadas retas reversas. As retas coplanares podem ser concorrentes ou paralelas,
enquanto as retas reversas podem ser ortogonais ou nao ortogonais. Vamos examinar
cada uma dessas situacoes.

Retas coplanares

Sao aquelas que estao contidas em um mesmo plano.

[

rccx
= r, s coplanares
scoc

Duas retas coplanares r e s podem ser:

a) concorrentes: r € s t€m um unico ponto comum.

e

5]

[0

rons=1{Pl
De acordo com o angulo que formam entre si, duas retas concorrentes podem ser:
- perpendiculares: r e s formam angulo reto.

\;

o| s

r L s (leia: r e perpendicular a s)
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- obliquas: r e s nao sao perpendiculares.

0£0°e 0 -90°

b) paralelas: r e s nao tém ponto comum, ou r e s sao coincidentes.

& [—/

sco = paralelas distintas

rns=J

rco
sca = paralelas coincidentes

rms=r=:5

Convenciona-se que o angulo entre duas retas paralelas € de 0.

Retas reversas

Quaisquer duas retas que nao estao contidas em um mesmo plano sao denominadas
retas reversas.

b=AB  s=RS
Observe na figura que nao existe plano que contenha simultaneamente as retas b e s.

Duas retas reversas nao tém ponto comum.

S
/ — /
a o

ros=J

Chamamos angulo entre duas retas reversas o angulo formado por duas outras retas,
respectivamente paralelas a cada uma das retas reversas, tracadas por um ponto

// /l
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Quando esse angulo € 90¢°, as retas recebem o0 nome de ortogonais.

r

L=/

r,s reversas

r L s

s//s } = r e ortogonala s (r L s)

Atividades resolvidas

R3. Se dois planos distintos tém um ponto comum, entao eles tém uma reta comum

que passa pelo ponto. Classifique em verdadeira ou falsa essa afirmacao.

Resolucao

A afirmacao é verdadeira. Os planos a e B tém em comum a reta que passa por A.

R4. Verifique, por meio de figuras, que trés retas paralelas, duas a duas, ou estao no

mesmo plano ou determinam trés planos, dois a dois concorrentes.

Resolucao

Na primeira figura, r, s e t estao no mesmo plano e sao paralelas duas a duas.

Na segunda, cada par de paralelas esta num plano diferente e as retas x, y e z sao

intersecdes dos planos a e B, o e ye B e v, respectivamente.
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Atividades

3. Classifique cada afirmacao a seguir como verdadeira ou falsa:

a) Duas retas reversas sao sempre distintas.

b) Duas retas que nao tém ponto comum sao paralelas.

¢) Duas retas que nao tém ponto comum sao reversas.

d) Duas retas distintas ou sao reversas, ou sao paralelas, ou sao concorrentes.

e) Duas retas de um mesmo plano sao paralelas ou concorrentes.

f) Duas retas que tém um ponto comum sao concorrentes.

4. Neste cubo, localize trés pares de retas:

a) concorrentes;

b) paralelas;

C) reversas.




5. Classifique como verdadeira ou falsa cada afirmacao a seguir:

a) Se dois planos tém uma reta comum, eles tém um ponto comum.

b) Dois planos distintos podem ter em comum apenas trés pontos nao colineares.

¢) Dois planos podem ter um unico ponto comum.

6. Verifique, por meio de uma figura, que trés retas concorrentes duas a duas e que
nao passam por um mesmo ponto estao em um mesmo plano.

7. Na piramide a seguir, considere as retas que ficam determinadas por dois de seus
vértices, A, B, C, D. Determine quantos e quais sao os pares de retas reversas.

D

Determinacao de planos

Existem quatro maneiras para se determinar um plano:
A primeira € o postulado que ja enunciamos.

- Trés pontos nao colineares:

O

145



146

A segunda maneira € um teorema que pode ser demonstrado.
- Uma reta r e um ponto P fora dela:

Aer
Ber! = A B e Pnao colineares.
Per

o=(P)
A terceira maneira também é um teorema que pode ser demonstrado.
- Duas retas r e s concorrentes:

A=rns

Ber,Begs; = A B e Pnao colineares
Pes Pe¢r

s
P
7

a A B

o=(r,s)
A quarta maneira também é um teorema que pode ser demonstrado.
- Duas retas r e s paralelas distintas:

Pe s Per
Aer,A¢s » o A Be Pnao colineares

Ber,Bgs
P s
r
a A B

a=I(r>s)

Atividades resolvidas

R5. Podemos dizer que duas retas concorrentes determinam quatro planos?

Resolucao

Nao, duas retas concorrentes determinam um unico plano.

r

<

o




R6. Quantos planos ficam determinados por quatro pontos nao coplanares?

Resolucao

Observe na figura que os quatro pontos nao coplanares determinam quatro planos.

oa=ABC B=BCD y=ACD 6=(ABD)

Atividades

8. Classifique cada sentenca a seguir como verdadeira ou falsa:

a) Duas retas quaisquer determinam um plano.

b) Uma reta e um ponto sempre determinam um plano.

¢) Trés pontos distintos determinam um plano.

d) Duas retas distintas e coplanares determinam um plano.

e) Trés retas paralelas quaisquer sao sempre coplanares.

f) Trés retas concorrentes quaisquer sao sempre coplanares.

g) Duas retas reversas determinam um plano.
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9. Quantos planos ficam determinados pelos vértices de um cubo?

Posicoes relativas de reta e plano

A posicao relativa entre uma reta e um plano determina trés situacoes possiveis,
dependendo do numero de pontos em comum: ou a reta esta contida no plano, ou &
concorrente ao plano, ou € paralela a ele. Vamos estudar cada caso.

Reta contida no plano

Uma reta esta contida em um plano se tiver dois pontos comuns com o plano:

A#B
AerAeoy orCaoa>rno=r
Ber,Beaq

[/

Reta concorrente ao plano

Uma reta e um plano sao concorrentes se tiverem um unico ponto comum:

| P|{Pt=rn o < re o concorrentes
(] leia existe um unico)
O ponto P € o ponto de interseccao entre a reta e o plano.

r
A




Reta paralela ao plano

Uma reta e um plano sao paralelos quando nao tém ponto comum.

Se uma reta r € paralela a um plano o, entao ela sera paralela ou reversa a qualquer
reta do plano, pois, para umareta s < o, temosrns=3J.

ay

rono=J3sr /o

Teorema do paralelismo entre
reta e plano

Vamos utilizar o teorema do paralelismo entre uma reta e um plano, que € extremamente
importante no estudo da Geometria, para introduzirmos o metodo de demonstracao de um
teorema. Inicialmente, lemos a proposicao do teorema e dela extraimos a hipotese, conjunto
de informacoes que utilizaremos para a demonstracao da tese.

Se uma reta nao esta contida em um plano e € paralela a uma reta do plano, entao
ela é paralela ao plano.

rea
Hipotese <sca Tese:r // o

s
!

r//s=3B=(>s)

SabemosquerCfBeanfB=s.

Demonstracao:

Se ocorrer que r n o =1{Pl, teremos P e r e P € s, que contraria a hipotese r // s.
Logo.rnoa=9Der// o

O reciproco desse teorema também pode ser demonstrado: se uma reta esta nao
contida em um plano e € paralela a ele, entao essa reta € paralela a uma reta desse plano.
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Atividades resolvidas

R7.Uma reta e um plano que tém um ponto comum sao concorrentes. Analise essa
afirmacao e classifique-a em verdadeira ou falsa.

Resolucao

A afirmacao é falsa. Se a reta estiver contida no plano, ela também tera um ponto
comum com o plano.

R8. Considere um plano o e um ponto P, tal que P ¢ a. E verdadeiro ou falso afirmarmos
que por P passam infinitas retas paralelas a o?

Resolucao

A afirmacao € verdadeira, pois:

Caly
oNnB=9

rcpBscptcCp ..

PerPes Pet, ..

Atividades

10. Classifique cada sentenca a seguir como verdadeira ou falsa:

a) Uma reta e um plano paralelos nao tém ponto comum.

b) Uma reta que tem um ponto comum com um plano esta contida nele.




¢) Um plano e uma reta concorrentes tém um ponto comum.

d) Uma reta que esta contida em um plano tem um ponto comum com ele.

11. Considere duas retas r e s paralelas a um plano o e classifique cada sentenca
abaixo como verdadeira ou falsa:

a) r e s sao paralelas.

b) r e s podem ser reversas.

C) r e s sao concorrentes.

d) Pode existir uma reta contida em o que seja concorrente a r ou s.

e) Pode existir uma reta concorrente com o que seja paralelaarous.

12. Classifique como verdadeira ou falsa cada sentenca a seguir:

a) Se r € uma reta paralela a um plano o, qualquer plano B por r que cruza o o faz
segundo uma reta s paralela ar.

b) Se r € uma reta nao contida hum plano a. e s, uma reta de oo que € paralelaar, entaor
€ o, sao paralelos.

c) Se r € uma reta paralela aum planoa e P e o, € se s € uma reta por P e paralela ar,
entao s esta contida em a.

d) Se r e s sao retas paralelas distintas e r cruza o plano a. entao s também cruza o.
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Posicoes relativas de dois planos

As posicoes relativas de dois planos definem trés categorias: planos coincidentes,
planos concorrentes e planos paralelos distintos, como veremos a seguir.

Planos coincidentes

Dois planos sao coincidentes se tiverem todos os pontos comuns.

o=feanB=a=p

Planos concorrentes
Dois planos distintos sao concorrentes ou secantes se tiverem uma reta comum.

Alr/ anp=r< oefconcorrentes

Planos paralelos distintos

Dois planos distintos sao paralelos quando nao tiverem ponto comum.
onB=P=>a/p




Se dois planos distintos sao paralelos, entao qualquer reta de um deles € paralela ao
outro, e qualquer reta concorrente a um deles também é concorrente ao outro.

c anf =0
;m(é (Z) c>r//B rmoc—{P}}ENmB

Teorema do paralelismo entre
dois planos

Se um plano contém duas retas concorrentes, ambas paralelas a um outro plano,
entao esses planos sao paralelos.

Hipotese:rCa.sCarns=1{PLr/B.s/ B

Tese:a // B

Se a e B nao forem paralelos, entao:

Demonstracao:

Jt|t=0np

Comor // Bes // B teriamosr // tes //t oque é absurdo, pois contraria o
postulado de Euclides. Logo, a. /7 B.
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Atividades resolvidas

R9. E verdadeiro ou falso dizer que dois planos concorrentes tém um Unico ponto
comum? Justifique sua resposta.

Resolucao

A afirmativa é falsa, pois 0s planos concorrentes possuem uma reta comum e esta
possui infinitos pontos.

R10. Se dois planos distintos sao paralelos, entao toda reta paralela a um deles €
paralela ao outro. Essa afirmacao € verdadeira ou falsa? Justifique.

Resolucao

A afirmacao é falsa, pois a reta pode estar contida no outro plano.

=2

aiB SoanfB=9Y
a//B

Sere B entdtorna=43.

Logo. r // a.e rnao é paralela a B.




Atividades

13. Classifique cada sentenca a seguir como verdadeira ou falsa:

a) Dois planos distintos que tém um ponto comum sao concorrentes.

b) Dois planos que tém uma reta comum sao concorrentes.

¢) Dois planos distintos que tém uma reta comum sao concorrentes.

d) Dois planos que tém interseccao vazia sao paralelos.

e) Dois planos que tém um ponto comum sao concorrentes.

f) Dois planos coincidentes tém todos os pontos em comum.

g) Dois planos distintos que nao tém uma reta comum sao paralelos.

14. Classifique os pares de planos como paralelos distintos, coincidentes ou
concorrentes, de acordo com a figura:

aa=ABCeP=(EFH

b) o =(A, B, C)eB=(A C D)

O a=(A D HeB=F. G H)
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da=(0D H GeB=(FCB)

eloa=(FAEeB=ABF

la=H A E)eB=(A B C)

15. Considere os planos a.=(A, B, C), B =(V, A, B), y=(V, B, C) e 6 = (V, A, C) de acordo
com a figura. Determine:

aanfP APy

b)any dyno

Perpendicularismo

Vamos estabelecer as condicoes de perpendicularismo entre reta e plano e entre
dois planos.

Reta e plano perpendiculares

Uma reta € perpendicular a um plano se for concorrente ao plano e perpendicular a
todas as retas do plano que passam pelo ponto de concorréncia:

r

roa=I[P}
. S#EtL# . #U% .. Srla
scatcao,..ucao,.

rilsr Lt..rLlu,..




Teorema do perpendicularismo
entre reta e plano

Se uma reta € perpendicular a duas retas concorrentes de um plano, entao ela é
perpendicular ao plano.

r

scotca
P rLs
orlo
. rlt
a rovo = {P}

Como consequéncia desse teorema, podemos concluir que, se uma reta é
perpendicular a um plano, ela sera perpendicular ou ortogonal a qualquer reta desse

plano.
\ ey
{ scotca

rms = {Pl}
ront =0

P Srlserlt

Perpendicularismo entre dois planos

Dois planos sao perpendiculares se um deles contiver uma reta perpendicular ao
outro.

tca
8 } >olf
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Atividades resolvidas

R11. Uma reta perpendicular a um plano € reversa a todas as retas desse plano. Essa
afirmacao e verdadeira ou falsa? Justifique.

Resolucao

A afirmacao é falsa, pois a reta sera perpendicular a todas as retas do plano que passam
pelo ponto comum com o plano.

roo = {P}
rlao

sco,Pes
tco,P et

=rlserlt

R12. Se dois planos sao perpendiculares a um terceiro, entao sao perpendiculares entre
si. Classifique em verdadeira ou falsa essa afirmacao.

Resolucao

A afirmacao é falsa, pois existe o caso em que os planos o e  nao sao perpendiculares
entre si, mas sao perpendiculares a .




Atividades

16. Classifique cada sentenca a seguir como verdadeira ou falsa:

a) Dois planos perpendiculares sao secantes.

b) Uma reta perpendicular a um plano € ortogonal a todas as retas desse plano.

c) Dois planos secantes sao perpendiculares.

d) Uma reta perpendicular a um plano é perpendicular a todas as retas do plano.

e) Uma reta perpendicular a um plano € perpendicular a qualquer reta desse plano.

17. Classifique cada sentenca a seguir como verdadeira ou falsa, de acordo com a
figura abaixo:

. B .
a) FB La=(A B, QO . : ;
b)o=(A B C) LB=(F G B) ;

Q) HB La=(A B C) ﬁjgm;m c
A B

d) AD L GC

©)0=(HEALB=(G B

18. Classifique como verdadeira ou falsa cada sentenca abaixo:

a) Se uma reta forma um angulo reto com duas retas concorrentes de um plano, entao
ela € perpendicular a este.

b) Se duas retas sao paralelas e uma delas é perpendicular a um plano, entao a outra
também é perpendicular a ele.

¢) Se duas retas sao perpendiculares a um plano, entao elas sao paralelas.

d) Se dois planos concorrentes sao perpendiculares a um terceiro, entao sua
interseccao é perpendicular a este ultimo.
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Geometria 7
metrica

Prismas

Considere dois planos o e B paralelos, um poligono g contido em o e uma reta r

concorrente aos dois.

Chamamos de prisma o solido determinado pela reuniao de todos os segmentos paralelos

a r, com extremidades no poligono g e no plano B.




Em B fica determinado um poligono ', congruente a . Os dois poligonos sao
denominados bases e seus lados, arestas das bases.

A distancia entre as bases recebe o nome de altura do prisma e sera igual a uma aresta
lateral quando esta for perpendicular a base.

base
‘iIIIIIIIIIi.'> | I
h h
_ ! N

| |

|
|

|

h

face
lateral

base

Classificacao

Além de ser especificado pelo poligono da base, um prisma pode ser classificado como:

- reto: quando as arestas laterais sao perpendiculares as bases;

_____________

~
g )
/
/
— [

prisma reto pentagonal

<

- obliquo: quando nao é reto;

prisma obliquo pentagonal

Um prisma € regular quando sua base € um poligono regular,

prisma reto hexagonal regular
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Nos prismas retos, as faces sempre sao retangulos.

F'

prisma reto triangular prisma reto quadrangular prisma reto pentagonal

Paralelepipedos

Os prismas, cujas bases sao paralelogramos, denominam-se paralelepipedos.

_________________________________

Todo paralelepipedo reto cuja base € um retangulo chama-se paralelepipedo
retangulo ou reto-retangulo.

Podemos obter a diagonal D do paralelepipedo retangulo utilizando o teorema de Pitagoras.

M ) a N
AMNQ retangulo = d? = a? + ¢?

AQ'QN retangulo = D?=d? + b? = (a® + ¢?) + b?
D=V + b 1 &

Cubo

Cubo € todo paralelepipedo retangulo com seis faces quadradas. Portanto, todas as
arestas do cubo sao congruentes.

/1
T

SN




Vamos determinar as diagonais do cubo de aresta a:

el

B

a

a
d’=a’+a’=> d?=2a°
D?=a®+df = D?=3a°
- diagonal da face: d = a2
- diagonal do cubo: D =a+/3

Areas e volume do prisma

Calcula-se a area lateral de um prisma somando as areas das faces laterais. No caso de
um prisma regular, a area lateral (S)) € dada por:

S,=n-(area de um retangulo), em que n € o numero de arestas da base.
Observe, por exemplo, a area lateral de um prisma pentagonal regular:

area lateral
do prisma

| /

/

[ — — — — — — —

S,=5 - (area de um retangulo)
Calcula-se a area total de um prisma somando a area lateral (S) com as areas das bases
(S,).

b

5,=2-5,+85,
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Antes de estabelecermos a formula para o calculo do volume de um prisma, vamos
determinar o volume de um paralelepipedo retangulo.

Para obter seu volume, devemos observar que ele é proporcionala cada uma de suas
dimensoes. Isso quer dizer que se mantivermos, por exemplo, constantes o comprimento
a e a altura ¢, e se multiplicarmos a largura b por um numero natural n, o volume ficara
tambem multiplicado por n.

O volume total € 5 vezes maior que qualquer um dos paralelepipedos.

Esse fato pode ser generalizado para qualquer numero real e isso quer dizer que,
mantidas constantes duas dimensdes de um paralelepipedo retangulo, seu volume é
proporcionalaterceira dimensao. Logo, sendo a, b e c as dimensdes de um paralelepipedo
retangulo, temos:

V=a-b-c

Como o produto ab é a area da base, € costume dizer que o volume de um
paralelepipedo retangulo € o produto da area base pela altura.

V=S,-h
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Agora vamos enunciar um axioma que fundamenta o calculo do volume de solidos
em geral. Trata-se do Principio de Cavalieri: sao dados dois solidos e um plano. Se todo
plano paralelo ao plano secciona os dois solidos segundo figuras de mesma area, entao
esses solidos tém mesmo volume.

A B

Para o calculo do volume de um prisma qualquer, aplicamos o principio de Cavalieri.

Dado um prisma qualquer, de area da base S, e altura h, sempre € possivel encontrar um
paralelepipedo retangulo de area da base S, e altura h.

o // B e volume do paralelepipedo =S, - h

Como as secc¢oes determinadas no prisma e no paralelepipedo por um plano /7o tém
a mesma area, os soélidos tém o mesmo volume. Logo, o volume do prisma é igual ao
volume do paralelepipedo retangulo de mesma area da base S, e mesma altura h.

V=S, -h
E importante salientar que o volume do prisma depende exclusivamente da area da base

e da altura. Isso significa que um prisma reto e um obliquo que tenham mesma base e
mesma altura tém o mesmo volume.
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Atividades resolvidas

R13. Calcule a diagonal de um paralelepipedo retangulo de dimensdes 2cm, 3cme 7 cm.

Resolucao

D? =224 @¢
Como d? =32 + 72, temos:

D2=22+32+722>D=+62 cm

R14. Determine as diagonais de um cubo de arestaa =2 m.

Resolucao
da d?=2a°=>d’=8
: d=2+2m
1o\ |° D?=3a°=>D?=12
______________ D=2J3m

R15. Determine a area lateral, a area da base, a area total e o volume de um cubo de

aresta a.
Resolucao
a S =4-a°
! , (=28 =6a
S =a t
b
i V=S, -h

V=ag?.- a2 V=a®
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R16. Um prisma reto hexagonal regular tem 5 cm de altura e a aresta da base mede 3
cm. Determine:

a) a area da base;

5cm

b) o volume;

C) a area lateral.

Resolucao
a) Area da base (hexagono regular): b) Volume: base do
: prisma
S, =6 - (area do triangulo equilatero)
V=5, hev=2203 5

; . . aZ\/g 2
Area do triangulo equilatero = NGy

4 v 135Y3 s

3°V3 27\3 .2

S, =6 4 5= T3cm2 c) Area lateral:

S,=6 - (area de um retangulo)
5,=6-3-525,=90cm?

Atividades

19. Em um prisma triangular regular, a aresta da base e a altura medem 3 cm.
Determine o volume e a area lateral desse prisma.

20. Calcule a diagonal de um paralelepipedo de dimensées 4 m, 6 me 8 m.

21. Qual o volume de ar contido em uma sala de 5 m de largura, 4 m de profundidade
e pé-direito (altura) de 2,5 m?

22. Quanto mede a aresta de um cubo de 27 m3?
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23. Em um prisma triangular reto, a base € um triangulo retangulo isésceles de

hipotenusa igual a 32 cm. Determine a area lateral, a area da base, a area totale o
volume do prisma, sabendo que sua altura é 6 cm.

3V2cm

6.cm
a a

24. Calcule o volume desse solido. As medidas estao indicadas em metros.

25. Um prisma hexagonal regular tem 6 cm de altura e a aresta da base mede 4 cm.
Determine:

a) a area da base; b) o volume; C) a area lateral.

Piramides

Considere um poligono g contido em um plano o € um ponto V fora de o.




Chamamos de piramide o solido determinado pela reuniao de todos os segmentos
com uma extremidade em V e outra no poligono .

%4

O poligono g € abase da piramide. Note que as faces de uma piramide sao triangulos
e que a distancia de V a g € a altura h da piramide.

v

Classificacao

As piramides sao tambem classificadas quanto ao numero de lados da base. Uma
piramide é reta quando as arestas laterais forem congruentes e é regular quando sua
base € um poligono regular, e a projecao do veértice V sobre o plano da base coincide
com o centro da base.

v v v
g o
EP
piramide regular piramide regular
triangular piramide regular quadrangular
hexagonal
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Tetraedro

Tetraedro € toda piramide de base triangular. Se as quatro faces forem
congruentes, teremos um tetraedro regular. No tetraedro regular, cada face € um
triangulo equilatero.

v

Apotema da piramide regular

Apotema de uma piramide regular € a altura de uma face lateral em relacao a aresta
dabase. Lembre-se que, se a piramide e regular, cada face lateralé um triangulo isésceles.

p. apotema da piramide
m: apoétema da base

h: altura

M: ponto médio de PQ

O: centro da base

A partir do triangulo retangulo MOV, podemos obter uma importante relacao entre
0 apotema da piramide, o apotema da base e a altura da piramide.

P2 =m?+ h?

Areas e volume da piramide

A area lateral de uma piramide € a soma das areas das faces laterais. Se a piramide
for reta e regular e sua base um poligono de n lados, a area lateral sera dada por:

S,=n - (area de um triangulo)
Observe, por exemplo, a area lateral de uma piramide pentagonal:

S,=5 - (area de um triangulo)

area lateral
v '
=)

¥




A area total sera dada por:
S5,=5,+S,

O volume de uma piramide € a terca parte do volume de um prisma regular de mesma
base e mesma altura:

v=1.5, -h
3
Observe na figura como o prisma triangular pode ser decomposto em trés piramides de
mesma base. Tome como referéncia os segmentos de comprimento d tracados em duas
faces do prisma.

=" q/\d

Atividades resolvidas

R17. Uma piramide quadrangular regular tem 4 m de altura e a aresta da base mede
6 m. Calcule seu volume e as areas.

Resolucao
! Area de cada face: Area da base:
3 C B
5="2 25 =15m = g
il P B Area lateral: )
. . ase 6
o M S, =415 S, =60 m?
b 6 cm A ] [-]
D 6 A
— 2
m:AZ—DE>m:3m ‘?b_36m
AVOM & retangulo = Area total
DP2=P+Mm? = p2 =42+ 32 S5,=5,+S,
p=5m S,=96 m?
Volume da piramide:
V=§ -Sb-h:>V=§ 3642 V=48 m?
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R18. Uma piramide quadrangular tem 9 cm de altura, e a area da base € igual a 180 cm?.
Um plano o, paralelo a base, secciona a piramide a 3 cm do vértice, originando uma
nova piramide cuja base tem 20 cm? Qual o volume do tronco de piramide obtido?

tronco de
piramide

Resolucao
VT:VP— V’p
1 1 .
Vng S, -h- 3 S, -h
v, = 180-9 20-3
3 3
V. =520 cm?

Atividades

26. Determine a area total e o volume de um tetraedro regular cuja aresta mede 2 m.

27. Uma piramide regular triangular tem 5 cm de altura e o apétema da base mede
4 cm. Calcule o volume da piramide.

28. Uma piramide regular hexagonal tem 4 cm de altura e a aresta da base mede
2 cm. Determine:

a) a area da base;




b) a area lateral;

c) o volume.

29. Considere uma piramide quadrangular regular inscrita em um cubo de 2 cm de
aresta. Pede-se:

a) a area lateral da piramide;

b) a area total da piramide;

¢) o volume da piramide;

d) a razao entre os volumes da piramide e do cubo;

€) a razao entre as areas totais da piramide e do cubo.

30. Um prisma de base pentagonal tem 360 m3 de volume. Qual o volume de uma
piramide com mesma base e mesma altura?

31. Um prisma de base hexagonal tem 420 m3 de volume. Qual o volume de uma
piramide de mesma base e de altura igual a metade da altura do prisma?

32. Uma piramide hexagonal tem 9./3 cm de altura, e a area da base é igual a

120 cm2 Um plano o, paralelo a base, secciona a piramide a 2./3 cm do vértice,
originando uma nova piramide cuja base tem 18 cm?. Qual o volume do tronco de
piramide obtido?
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Cilindros

Considere dois planos, a e B, paralelos, um circulo de centro O e raio R contido em
um deles, e uma reta r concorrente com os dois.

/r

/ |
/ B
v
:

Chamamos de cilindro o sélido determinado pela reuniao de todos os segmentos
paralelos a r, com extremidades no circulo e no outro plano.

Qualquer segmento paralelo a r, com extremidades nas duas circunferéncias, &
chamado geratriz do cilindro, e 0 segmento com extremidades nos centros O e O' dos
circulos € denominado eixo do cilindro. A distancia entre os planos a. e B € a altura h do
cilindro.
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Classificacao

Um cilindro é classificado segundo o angulo formado pela geratriz com os planos
das bases:

- reto: geratriz perpendicular as bases e igual a altura;
- obliquo: todo cilindro que nao é reto.

O cilindro reto € também chamado de cilindro de revolucao, pois pode ser obtido
pela rotacao de um retangulo em torno de um de seus lados.

Seccao meridiana do cilindro

Chamamos de seccao meridiana do cilindro a interseccao do cilindro com um plano
que contém seu eixo:

|

__________

Quando a altura de um cilindro reto € igual a 2R, a seccao meridiana € um quadrado
de lado 2R, e este cilindro € denominado cilindro equilatero.

__________
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Areas e volume do cilindro reto

A area de cada base do cilindro

reto depende do raio R e € dada por:

S, =nR?

Vamos calcular a area lateral:

S,=2nRhous§, =2nRg

A area total sera:
S5,=5,+2S,

Como S, =nR?e S, =2nRg,
S,=2nRg + 2nR?

O principio de Cavalieri também
nos permite concluir que o volume
do cilindro reto € dado pelo produto
da area da base pela altura ou pela
geratriz:

V=mR?-houV=mnR?.-g

area lateral

2nR

Atividades resolvidas

Em um cilindro reto de 6 m de altura, o raio da base mede 3 m. Determine sua area

lateral e seu volume.

S,=2nR-h=S,=2r-3-6=S, =361 m?

S,=nR*=S =n-3*=S5, =91t m?
Logo, o volume sera:
V=S5 -h=V=9n 6= V=54tm3




R20. Qual o volume de um cilindro reto inscrito em um cubo de 8 cm de aresta?

R Y AP,
VY

s

N

N
~ L
PN

Resolucao
V=nR?-h
V=m-42.82V=128rcm?

Atividades

33. Calcule o volume e a area lateral de um cilindro equilatero, sabendo que o raio
da base mede 2 m.

34. Em um cilindro reto, o raio da base mede 5 m e a geratriz, 2 m. Determine:

a) sua area lateral. b) seu volume.

35. Encontre a relacao entre os volumes destes dois cilindros:

Y
N

29
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36. Um cilindro reto tem volume V. Dobrando o raio da base e dividindo a geratriz por
2, obteremos um novo cilindro reto. Qual é o volume desse novo cilindro?

37. Um cilindro reto de 7 cm de altura tem 631t cm?® de volume. Calcule o raio da base.

38. Qual o volume de um cilindro reto inscrito em um cubo de 12 cm de aresta?

39. Determine o volume de um cilindro reto inscrito em um cubo de 96 m? de volume.

40. Qual o volume de um cilindro reto cuja geratriz € igual ao raio da base?

41. Determine o volume de um cilindro inscrito em um cubo cuja area total é 150 cm?.

Cones

Considere um plano a. um circulo de centro O e raio R contido em a. € um ponto V
fora dele.
4

=y

Chamamos de cone circular o solido determinado pelareuniao de todos os segmentos
com uma extremidade em V e outra no circulo.
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Todo segmento que passa por V e tem extremidade na circunferéncia da base &
denominado geratriz do cone, e o segmento que une o vértice V ao centro O da base €
chamado eixo do cone. A distancia de V ao plano o € a altura h do cone.

4

/&

Um cone é classificado segundo a inclinacao do eixo VO:

Classificacao

- reto: quando o eixo VO € perpendicular a base;

g2=h?+R?

- obliquo: quando nao é reto.

Todo cone reto pode ser obtido pela rotacao de um triangulo retangulo em torno de
um de seus catetos. Por isso o cone reto também é chamado de cone de revolucao.
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Seccao meridiana do cone

Chamamos de seccao meridiana do cone a interseccao do cone com um plano que
contem seu eixo:

v

A B

Quando a geratriz de um cone reto € igual a 2R, a seccao meridiana € um triangulo
de lado 2R, e esse cone € denominado cone equilatero.

Areas e volume do cone reto

A area lateral de um cone reto é calculada a partir da area de um setor circular.
Vamos, portanto, determinar inicialmente a area S_ de um setor circular determinado por
um angulo central oo num circulo de raio r.

Paraisso, estabelecemosumaregradetréssimples,emqueréoraiodacircunferéncia
e ¢ o comprimento do arco correspondente ao angulo o

comprimento area
2nr e
! S

se

A partir dessa proporcionalidade, temos:



Quando planificamos a superficie lateral de um cone, obtemos um setor circular:

g

£=2mR

Chamando de R o raio da base e de g a geratriz do cone, temos:

S = % 2s,= 289
S,=7nRg

Como a area da base € S, = nR”, a area total sera:
S, =nR? + nRg

O principio de Cavalieri garante que o volume do cone corresponde a terca parte
do volume de um cilindro com a mesma altura e com o mesmo raio da base:

V=25, -houV==2nR? h
3 3

Note que a relacao entre o volume do cone e o do cilindro € a mesma estabelecida
para a piramide e o prisma.

Atividades resolvidas

R21. Um cone reto tem 4 cm de altura e o raio da base mede 3 cm. Determine a area
lateral e o volume.

Resolucao

v AVOM retangulo
g°=42+3¥=g2=25=>g=5cm

Area lateral:
S,=nR-g=S,=n-3-5=§5,=15ncm?
Volume:

S,=n-3°=9rn

ts, L .9 42 V=12ncm?
3 3
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R22. Determine o volume e a area lateral de um cone equilatero.

Resolucao

O cone equilatero tem como geratriz o diametro da base. Logo:

4R2=h2+R2>h?=3R2>h=R3

S, = nRZ} oy TRRAZ L, m3R

h=RJ3 3
S =7nR-

! g =S, =2nR?
g=2R !

Atividades

42. Calcule a area lateral e o volume de um cone equilatero, sabendo que o raio da
base mede 5 m.

43. Em um cone reto, o raio da base e a altura medem, respectivamente, 5cm e 12
cm. Determine:

a) sua area lateral.

b) sua area total.

c) seu volume.

44, A base de um cone reto esta inscrita em um quadrado de 6 m de lado. Sabendo
que a geratriz do cone mede 5 m, calcule o volume e a area lateral do cone.




45. Qual a geratriz de um cone equilatero cujo volume é iguala /3 cm?3?

46. Qual o volume de um cone circular reto inscrito em um cilindro de 4 m de altura e
raio da base iguala 3 m?

T

4 cm

47. Um plano o secciona um cone reto a 4 cm do vértice. Sabendo que a altura do
cone é de 16 cm e que o raio da base mede 4 cm, calcule o volume do tronco de
cone assim gerado.

Esfera

Superficie esférica de centro O € o conjunto de pontos do espaco cuja distanciaa O &
iguala R.

superficie esférica

dy =R

Esfera € o conjunto de pontos do espaco cuja distancia a O € igual ou menor que o raio R.

esfera
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Area da superficie esférica e
volume da esfera

A area da superficie esférica de raio R € dada por:
S, =4nke?
O volume da esfera de raio R também ¢é obtido como aplicacao do principio de
Cavalieri e € dado por:

_ A
3

Seccao de uma esfera

OO’ é a distancia do plano o ao centro da esfera.

Qualquer plano o que secciona uma esfera de raio R determina como seccao plana
um circulo de raio R.

Sendo OO0’ =d, temos:
R=d?+(R')?

Quando o plano que secciona a esfera contiver um diametro, teremos d = O. Nesse
caso, o circulo determinado tera raio R e sera denominado circulo maximo.

circulo maximo

Atividades resolvidas

Calcule a area da superficie esférica e o volume de uma esfera de 3 cm de raio.

S, = 4R = S, =36n cm?

' V= §RR3E>Ve:36n cm?




R24. Uma esfera de 5 cm de raio € seccionada a 3 cm do centro. Determine a area da
seccao plana obtida.

Resolucao

ﬁ RP=d?+ (R
52=32+(R?=>R =4cm
v Logo:S'=n-4°2 S =16mcm?

Atividades

48. Calcule a area da superficie e o volume da esfera de 2 m de raio.

49. Uma esfera de 8 cm de raio é seccionada a 5 cm do centro. Determine a area da
seccao plana obtida.

50. Determine a area da superficie e o volume de uma esfera cuja area de seccao de
circulo maximo é igual a 16t cm?,

51. Determine o volume de uma esfera inscrita em um cubo de 6 cm de aresta.

52. Calcule o volume de uma esfera circunscrita a um cubo de 4 cm de aresta.

53. Qual o volume de uma esfera de superficie esférica igual a 1441 cm??
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Poliedros

Poliedro € a reuniao de um numero finito de poligonos planos, chamados faces, em que:

- cada lado de um desses poligonos € também lado de um, e apenas um, outro
poligono.

- a interseccao de duas faces quaisquer ou € um lado comum, um vértice ou € vazia.

Os elementos principais de um poliedro sao:

vértice

vértice v
vértice

aresta

aresta face

face aresta

boocooocooooood .

B

Dizemos que um poliedro é convexo se qualquer reta (nao paralela a nenhuma de
suas faces) o corta em, no maximo, dois pontos. Caso contrario, dizemos que o poliedro
€ nao convexo, mas estes nao serao objeto de estudo.

poliedro convexo

Veja alguns exemplos de poliedros convexos:

Os poliedros convexos recebem denominagoes de acordo com seu numero de
faces, como, por exemplo:

- tetraedro tem 4 faces - dodecaedro tem 12 faces
- hexaedro tem 6 faces - icosaedro tem 20 faces

- octaedro tem 8 faces



Relacao de Euler

A relacao de Euler estabelece que para todo poliedro convexo com A arestas, V
vertices e F faces, vale a relacao:
V-A+F=2

Poliedros regulares

Um poliedro convexo € denominado poliedro regular quando todas as faces sao
poligonos regulares iguais € em todos os vertices concorrem o mesmo numero de arestas.

O cubo e o tetraedro a seguir sao poliedros regulares, pois atendem a essas caracteristicas.

tetraedro

Ja a piramide quadrangular a seguir ndao e poliedro regular porque as faces nao tém
0 mesmo numero de arestas, e o numero de arestas que converge para o véertice A
diferente do numero que converge para B.

piramide quadrangular

Existem somente cinco classes de poliedros regulares:

D 2 @

tetraedro hexaedro dodecaedro icosaedro octaedro
Nome F \") A
tetraedro 4 4 6
hexaedro 6 8 12
octaedro 8 6 12
dodecaedro 12 20 30
icosaedro 20 12 30
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Atividades resolvidas

R25. Verifique a relacao de Euler para um prisma triangular.

Resolucao

V=6,A=9,F=5

Substituindo na relacao de Euler, temos:
V-A+F=6-9+5

V-A+F=2

R26. Qual o numero de arestas e o numero de veértices de um poliedro com 6 faces
quadrangulares e 4 faces triangulares?

Resolucao

Vamos inicialmente determinar o numero de arestas:
6 faces quadrangulares tém 24 arestas;

4 faces triangulares tém 12 arestas.

No total, teriamos 24+12 = 36 arestas. No entanto, cada aresta € contada duas vezes
pois sempre € comum a duas faces. Logo, o humero de arestas sera A =18.

Para determinar o numero de vertices, utilizamos a relacao de Euler:
A=18

F =10 (6 faces quadrangulares + 4 faces triangulares)
V-A+F=22V=18-10+2

V=10




Atividades

54. Em um poliedro convexo, o numero de vértices & 8 e o numero de arestas é 12.

Determine o numero de faces.

55. Calcule o numero de vértices de um poliedro convexo que tem 8 faces
triangulares.

56. Um poliedro convexo tem 8 faces quadrangulares e 2 hexagonais. Calcule o
numero de vértices.

57. Calcule a soma dos angulos das faces de um hexaedro regular. Lembre que a
soma dos angulos internos de um poligono é dada por S, = (n - 2) 180°.

58. Calcule a soma dos angulos das faces de um octaedro regular.

59. Calcule a soma dos angulos das faces dos seguintes poliedros regulares:

a) tetraedro.

b) dodecaedro.

c) icosaedro.
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Resumo

Postulados de existéncia

1. Existem ponto, reta e plano.

2. Em uma reta, bem como fora dela, existem infinitos pontos.
3. Em um plano, bem como fora dele, existem infinitos pontos.

Postulados de determinacao
4. Dois pontos distintos determinam uma reta.
5. Trés pontos nao colineares determinam um unico plano.

Postulado de inclusao

6. Uma reta que possui dois pontos distintos em um plano esta contida nesse plano.

Postulados de divisao

7.Um ponto qualquer de uma reta divide-a em duas partes.

8. Uma reta qualquer de um plano divide-o em dois semiplanos.
9. Um plano qualquer divide o espaco em dois semiespacos.

Postulado de Euclides

Por um ponto fora de uma reta existe uma unica reta paralela a esta reta.
P

S

Posicoes relativas de duas retas

Retas coplanares

perpendiculares
obliquas
distintas
coincidentes

Concorrentes {

Paralelas {

Retas reversas Jortogonais
nao ortogonais
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Posicoes relativas de reta e plano

Reta r e plano a

r contidanoplanoo < rNo = r
r concorrente ao planoo & rNo = {P}

r paralelaaoplanoo & rNo = &

Posicoes relativas de dois planos
Planosa e B
o e coincidentes < aNB =a =0

o e concorrentes < aNpB = r
o € 3 paralelos distintos & anNpB =

FE mas Prisma Regular
Paralelepipedo retangulo : :
o' p . .
w D N’
O,I° ......................... P
d R N S
M ) a N

D=+a?+ b* + c?

l,l \\\\\ l'/
/\

:

_". :
S S2HS RS :
:

0

;

V=a-b--c

.
0
\
!
C ,k\
Pad BN
uno B
f’ M~
b

d=a+2
D=a3 B
5,=6-a S,=n-S,__(n=numero de faces
V=as retangulares)
S,=5+2S,
V=S, -h
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Piramides

Piramide regular

p2=m?+ h?
S,=n-S,__(n=numero de faces
triangulares)

S,=5+S,

1
V:ESb-h

Cilindros

Cilindro reto

S, =mRe
S,=2nRg
S, =2nR(g+R)

V =nR?h ou V = ntR?g
Cilindro equilatero

___________

Tetraedro regular

A
p=a2
Stace = a*V3
4
Stotal = GZ\/E
_ a2
12
Cones
Cone reto
S,=nR?
S,=mRg
S, =nR(g+R)




Esfera V = numero de vértices
S — 4nR? A = numero de arestas
’ F = numero de faces

V.= énﬁ\ﬁ V-A+F=2(relacao de Euler)

Poliedros regulares
%

icosaedro

5

tetraedro

Poliedros

Poliedros convexos

R

(
4

J iy hexaedro octaedro
V/ Q dodecaedro

Avalie o que aprendeu

Calcule a medida da diagonal, a area total e o volume de um paralelepipedo
retangulo de dimensdes 10, 6 e 2 cm.

a) D =3/65cm: S - J184 cm?; V = V120 cm3
b) D =2\/£cm; Sf 184 cm?; V =120 cm?3

c) D -35cm; S - /184 cm?; V - 120 cm?®

d) D -3v35cm: S - 184 cm?; V - V120 cm?

e) D =70cm; Sf 184 cm?; V = 120 cm?
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2. Em um prisma triangular regular, a aresta da base mede 22 cm. Sabe-se que a
medida da aresta lateral € o triplo da medida da aresta da base. Calcule a area lateral e
o volume do prisma.

a) S, =94cm*V = 126 cm3 d S, =72em*V = 6v2cm?

e)
Q) Se = 36cm?V = 126 cm?

3. Aaltura de um prisma hexagonal regular € 6+/3 m. Calcule o seu volume e a sua area
total, sabendo que a aresta da base mede 6 m.

a) V = g72m? S, = 676\5m?’ d V=757 m* S = 3243
b) V = 757 m*S, = 5677 m? eV = g72m* S, = 32443

AV = g72m?S, = 7\/5m’

4. Um prisma regular de base quadrada tem 1.372 m? de volume. Sabe-se que sua
altura € o quadruplo da aresta da base. Calcule as areas lateral e total.

a) S, = 784m?* S, = 882m? d S, =600m*S, = goom?

b) S, =784m*S, = goom? e) S, = 550m? S, = 670m?

c) S/z = 600m2;5t = 882m2

5. Na figura, tem-se:

V. volume do prisma A

V. volume do prisma B

Nessas condicdes, calcule a medida x indicada na figura.

a) x = 2v2¢cm d) x = 443 ¢cm
b) x = 45 cm e) x = 8J3cm
c) x = 8J5cm



6. Calcule o volume e as areas lateral e total de um cone circular reto de altura 12 m e
area da base igual a 25n m?,

a) V=100 m3; SL =651 M2, St =901 m? d) V=50n m3; SL = 32,51 m? St =451t m?
b)V =100 m% S, =65m? S, =90 m? e)V=25rm?3S, =15nm? S, = 2251 m?

AV=nm*S =nm?S,=ntm?

7. Obtenha a medida do raio da base de um cone reto cuja geratriz mede 4 cm e a area
totalé de 12 r cm?.

A R=32cm dR=4cm
b)R=16cm e)R=2cm
c)R=8cm

8. Calcule a area e o volume de uma esfera de raio 4 cm.

@) A= 32memV = Sem’ o) A=64mcm?V = ‘123?“'Cm3
o) A = 124w cmV = 57T e a) A = 64 cmiV = 25367r e

9. Calcule a area da seccao plana obtida em uma esfera de 6 cm de raio por um plano
distante 4 cm do centro.

a)S=5brcm? d)S=25ncm?
b) S=10w cm? e) S=30r cm?

c)S=20n cm?

10. Uma esfera é seccionada por um plano o a 8 cm de seu centro. Encontre o volume
da esfera, sabendo que a seccao tem area de 36w cm?.

_ 4.000% 1.000T

a) Vv oV = cm3
3 3
by V = 2.0:2071 cm? V= 4-0;)071 o
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Capitulo 5

Geometria
ahalitica



IV
Estudo do 7 A

ponto

Podemos localizar um ponto P em um plano o utilizando um sistema
de eixos cartesianos.

75 BERRERREES opP

0 X X

- Ox € 0 eixo das abscissas.

- Oy € o eixo das ordenadas.

- xOy é o sistema cartesiano ortogonal.
- 0 (0, O) é a origem do sistema.

- X, € a abscissa do ponto P.

- ¥, € a ordenada do ponto P.

- (x,, y,) sdo as coordenadas do ponto P.

A posicao do ponto P no plano o € dada a partir de suas coordenadas:

y
Vel op
A Ya }
®- - I
T l @ l T
3 X, X, o D X, 3 Xc X
| A |
& - - - !
B |
E |
Yet-mmmmmmmmmmmm o R c

Pel*rQdex,>0ey,>0
Ae22Qdex,<0ey,>0
Be 3*Qdex,<0ey, <0
Ce4Qdex.>0ey. <0
Deox ©y,=0

Eegy@XEzo



Observe a seguir que,
lo no plano cartesiano:

conhecendo as coordenadas de um ponto, podemos localiza-

a) para A2, 3), temos x, >0 ey, > O;

logo, A € 12 Qd.

b) para B(-2, 1), temos x, <O ey, > O;

logo, B e 22 Qd.

c) para C(-2, -2), temos x.< O ey < O;

logo, C e 32 Qd.

d) para D(3, -1), temos x,>0 ey, <O;

logo, D € 4°Qd.

Atividades resolvidas

R1. Determine o valor de k para que o ponto P(5, 2k - 3) pertenca a bissetriz dos
quadrantes impares:

Resolucao
y

45°

YeT 777777775 |

Um ponto P pertence a bissetriz dos quadrantes impares se e somente se y,=x,,

Logo, para P(5, 2k - 3), temos:
2R -3=5=k=4eentao P5,5)
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Atividades

1. Indique o quadrante a que pertence cada ponto:

a) A(=3, -1 (3 )
dD|5-1
2
0 5(-12] &) E(V70.- 3)
c) C(\/Z \/§)

2. Localize, no sistema cartesiano ortogonal, os pontos:

a) A, 2) c) C(-2,3) e) E(-3,-2) g G4, 2) ) IO, O)
b) B(O, -3) d) D(3, O) f) F(-2, 0) h) H(2, O) U0, -2)
y
Co--omoonn 34
| A
3 24 seG
NG i
F- I H | D
ER S A (NE RN SRR
=14
E®& -~ -29J
-398B

3. Determine o valor de k para que os pontos pertencam a bissetriz dos quadrantes
impares:

a) P4k + 2, 6)

b) P(3k + 1, 2k + 6)

c) P4k -1, 2k - 3)




Distancia entre dois pontos

Dados os pontos Alx,, y,) e Blx,, y,), a distancia d,; entre eles € uma funcao das
coordenadas de A e B:

Nessa figura, temos:;
2
- die= bty =y, ~ 1)

_dBC:|yB_yA|= (yB _yA)Z
Para obter d, ,, aplicamos o teorema de Pitagoras ao triangulo ABC:

d,=d_ +d_ =& -x)r+l —-y)

dAB:\/(XB X+ (y, —y,)

Atividades resolvidas

Calcule a distancia entre os pontos A(3, 4) e B(7, 7).
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R3. Calcule o perimetro do triangulo de vértices A(1, 4), B(-1,1) e C(2, O).

Resolucao
Perimetro € a medida do contorno, entao:

perimetro do triangulo ABC=d,,+d, .+ d,.
A

AB AC

BC

d,=V(-1-12+1-472 =13

d,.= Jo-12+0-42 =17

d,.=V2+1?+0-1?2 = J10
perimetro = V13 + V17 + 10

Atividades

4. Determine a distancia entre os pontos a seguir:

a)A2,5) e B(-3,1) 1
c) R(—Evl) e S5, -1)

b) P(-4, 0) e Q(1, -5)
d) 70, -8) e (-7, 0)

5. Calcule o perimetro do triangulo de vértices A, B e C em cada caso:
a) A3, 0), B(O, 4) e C(O, 0)

b) A(-6, -1), B4, 2) e C(3, -1)




6. Mostre que o triangulo de veértices A(3, 1), B(8, 1) e C(3, 7) é retangulo. (Observacao:
todo triangulo retangulo verifica o teorema de Pitagoras: a hipotenusa ao quadrado
€ igual a soma dos quadrados dos catetos.)

7. Determine x para que o triangulo ABC seja retangulo em B:
a) A(7,8), B4, 4) e Cx, 7) c) AL, x), B(3, 4) e C(O, 6)

b) A2, 3), B(-1, x) e C(-2, 3) d)Alx. D, B3, 3) e C(5, -1)

8. Dados Alx, 3), B(1, 5) e C(4, 2), obtenha x para que A esteja a mesma distanciade Be C.

9. Determine as coordenadas do ponto P, pertencente ao eixo das abscissas,
sabendo que P equidista dos pontos A(1,5) e B(7, 1).

10. Obtenha o ponto da bissetriz dos quadrantes impares que equidista dos pontos

11. Obtenha o ponto da bissetriz dos quadrantes pares que equidista dos pontos
A(1, 6) e B(4, -8).

12. Para qual valor de m o ponto P(5, m) dista 4 unidades do ponto Q(1, -2)?
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Ponto médio

Dados os pontos Alx,, y,) e B(x,, y,). as coordenadas do ponto M(x, , y, ). médio entre
A e B, serao dadas pelas semi-somas das coordenadas de A e B.
y

Ve

Y

"
170
I

o X, X X X

O ponto M tera as seguintes coordenadas:

M[XA +X, Y, +yB]

2 2

Atividades resolvidas

R4. Determine as coordenadas do ponto medio M de um segmento que tem
extremidades A(3, 5) e B(7, 9).

Resolucao
X, = X, + X, > x,, = 3+7 E>XM:5
2 2

Logo, o ponto M é (5, 7).

R5. Dados os pontos A(6, 2), B(3, 5) e C(1, -3), calcule a medida da mediana AM do
triangulo ABC.
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Resolucao

Mediana € o segmento que liga um vértice ao ponto medio do lado oposto.
A

B C

M
Calculo do ponto médio de BC:
M(?’ +1 ﬁ) > M2, 1)
2 2
Calculo da medida da mediana AM:

d,,=VR2-62+1-22=>d,, =17

Atividades

13. Obtenha as coordenadas do ponto médio do segmento AB nos seguintes casos:

a)A@G 1) e B(-3,5) 5 2
b) A(§,6) e B(—g,l)

14. Dados os pontos A(4, 2), B(6, -5) e C(10, -3), calcule a medida da mediana AM do
triangulo ABC.

15. Dados os pontos A e B, determine as coordenadas dos pontos que dividem o
segmento AB em quatro partes iguais:

a) A8, O) e B(4,12) b) A(16, -4) e B(18, 0)

16. O baricentro de um triangulo é o par de coordenadas (4, 2), e dois de seus
vértices sao (1, 5) e (2, 8). Determine o terceiro vértice.
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Alinhamento de tres pontos

Trés pontos estao alinhados se sao colineares, isto €, se pertencem a uma mesma reta.
y

(0] X

/]

Considerando os pontos Alx,, y,). Blx,, y,) e Clx., y), dizemos que esses pontos estao
alinhados se e somente se:

>

y
Xy 1
y

O

Se D # 0, os pontos nao sao colineares e representam os vertices de um triangulo.

Atividades resolvidas

Verifique se os pontos A(2, 3), B(-1, O) e C(3, 4) sao colineares.

Basta que verifiquemos o valor do determinante;

0 -8 3 0 9 -4
D=9-4-8+32D=0

Como D=0, A, Be Csao colineares.




R7. Mostre que os pontos A(l, 2), B(-1, 3) e C(O, -2) sao vértices de um triangulo.

Resolucao

Basta que verifiquemos o valor do determinante:

o 2 2 3 0 2
D=3+2+2+2=>D=9

Como D # O, os pontos A, B e C nao estao alinhados. Logo, sao vertices de um triangulo.

Atividades

17. Verifique se estao alinhados os pontos A, B e C hos seguintes casos:
a) A3, 4), B(1, 2) e C(O, 3) C) AR, 7), Bl 2) e C(O, O)

b) A3, -1), B(-2, -6) e C(8, 4) d) A(-1, 0), B(3,4) e C(O, 1)

18. Determine o valor de x para que os pontos A, B e C sejam colineares:
a)Alx, 2), B3, 1) e C(-4, 2)

b) A(-2, x), B(O, O) e C(3, 1)

c) A(l, -4), B(-3, 5) e C(4x, 3)

d) AL, 2), Blx, O) e C(3, 4)
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19. Determine para que valores de p existe o triangulo ABC em cada caso:
a)Ap, 2), B(3,5) e C(1, O)

b) A2, 1), B(3p, 4) e C(-1, 3)

AAp-2-D.Bp-14eC2 9

d) Alp, D, Bp+1,2) e CO, 3)

20. Calcule a area S do triangulo ABC de vértices A(-1, 4); B(0 ,5) e C(3, -3).

Estudo da reta

O estudo de uma reta do plano cartesiano pode ser realizado a partir do angulo o

que ela forma com o eixo das abscissas. Esse angulo, denominado inclinacao da reta,

medido a partir do eixo Ox no sentido anti-horario.

y y
o) / > o) X
A
0° < o< 90° a=0°
y y
\\
(o] X (o] s X
90°< o< 180° o = 90°

e



Coeficiente angular

Coeficiente angular m de uma reta nao perpendicular ao eixo Ox €ovalorda tangente
do angulo de inclinagcao dessa reta.

m=tg o

o/ x

O valor do coeficiente angular m varia em funcao de a.
y y

P

<o<90°=>m>0 o=0=2m=0

90°< < 180°=>m< 0O o0=90°= Am

Observe, por exemplo, os coeficientes angulares das retas r e s nos graficos a
seguir:

< 9 \o

/

alm =tg45°=>m =1 b)m, =tg 120° = - tg 60°=> m_= —/3
y y
450 120°
% X o \ X




O coeficiente angular de uma reta r nao vertical também pode ser obtido a partir
das coordenadas de dois de seus pontos. Dados Alx,, y,) e Blx,, y,). dois pontos distintos
pertencentes a r, temos:

_ _ BC
m =tgoaetga= AC
Entao,

m, = yE}_yAI
X —X

Atividades resolvidas

R8. Qual o coeficiente angular da reta r determinada pelos pontos A(3, 4) e B(2, 5)?

Resolucao
m:yB_yA
"X —x

B A

5-4 1
:—E> :_E> = -
m 53 m=_=m, 1

R9. Verifique se os pontos A(3, 4), B(1, 2) e C(-2, -1) sdo colineares.

Resolucao

Uma maneira de verificar se trés pontos A, B e C sao colineares € por meio do
coeficiente angular. Se ocorrer m, ,=m, ., entao A, B e C sao colineares.

Para os pontos A(3, 4), B(1, 2) e C(-2, -1), temos:

2-4 -2
AT 1-3 2 > M, =1
-1-2 -3
Mge= 51~ 3 7 Mec=1
Comom,,=m,. entac A, B e C sao colineares.

m




Atividades

21. Determine o coeficiente angular da reta em cada caso:

a) vy c) v

60° /K

b) vy d v

ull Ox u
135°

22. Calcule o coeficiente angular do segmento AB em cada caso:

a) A2, 3)e B3, 4) d) A(-3, -4) e B(-2, -2)
b) A4, -1 e B(5,1) e) A(l, 0)e B(O, 1)
C)A@G,2) e B4, 2) f) A(-2, O) e B(O, O)

23. Determine o coeficiente angular do segmento indicado em cada caso:
a) y b) v

44---- —
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24. Dado o ponto A(4, 2), calcule as coordenadas do ponto B(2b + 1, 4b) de modo que
o coeficiente angular de AB seja -2.

25Verifique se os pontos A, B e C dados a seguir sao colineares:

a)A0, 1), B2 3)eC4.1)

b) A2, 3), B(O, 5) e C(3, -2)

C) A6, 4), B(3, 2) e C(-9, -6)

Equacao fundamental da reta

Podemos representar uma reta r do plano cartesiano por meio de uma equacao. Essa
equacao pode ser obtida a partir de um ponto Alx,, y,) € do coeficiente angular m dessa reta.

Considere uma reta r nao vertical, de coeficiente angular m, que passa pelo ponto
Alx,, y,). Vamos obter a equacao dessa reta, tomando um ponto generico Plx, y) tal que

P+A.
y

S P(xy)

SA(x, y,) m =tg o

m =tga




A equacao fundamental de r € dada por:

_YY
- X — XA

Se a reta r for paralela ao eixo 5}, isto &, se nao existir coeficiente angular, entao
todos os pontos pertencentes a ela terao abscissas iguais.

m

r

2Y-y,=mK-x,)

Nesse caso, a equacao de r € dada por:

X=X ”
y r
P(x, y)
Ax,, ¥,)
-l
(o] X

Atividades resolvidas

R10. Obtenha a equacao fundamental da reta r, que forma angulo a de 45° com o eixo

Ox e que passa pelo ponto A(l, 2).

Resolucao
m=tga=>m =tg45°>m =1
y-y,=mk-x)=y-2=1x-1)

R11. Obtenha a equacao fundamental e faca o grafico da reta s que passa pelos pontos
A4, 2) e B2, 6).

Resolucao
m=Ye"Ys_6-20m_p
° X, =X, 2-4 °
y=y,=mx-x,)
y-2=-2x-4)
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R12. Determine a equacao da reta r da figura a seguir, sabendo que ¢ paralela a reta s.
y /
A/( 45°

/2 /o/ x

Resolucao

Como r//s, entao o = 45°.
m=tga>m=tg4s°c=>m=1

O ponto A(-2,0) € .

Entdo, aequacaodaretaré y-0=1x+2)2y=x+2.

Atividades

26. Determine a equacao da reta r que passa pelo ponto A e tem inclinagao o
a)ARR, 1) ea=30° C)A(-2, -3) e a.=135°

b) A(-4,1) e o= 45° d) AR, -2) e o0 =60°

27. Determine a equacao da reta r que passa por A e tem coeficiente angular m:
a)A4, d)em =-1

b) A2 -8 em

N [~

28. Determine a equacao da reta r que passa pelos pontos A e B:
a)AB. 4 eB(-11) b) A(-2, -1) e B(5, -2)



29. Determine a equacao da reta que passa pelos pontos A e B:

y

30. Sabendo que as retas r e s sao paralelas, determine a equacao de r na figura a seguir.

y

Equacao geral da reta

Toda reta r do plano cartesiano pode ser expressa por uma equacao do tipo:

ax+by+c=0

em que:

- a, b e ¢ sa0 numeros reais.

- a e b nao sao simultaneamente nulos.

Podemos obter a equacao geral de uma reta r

conhecendo dois pontos nao coincidentes de r, Alx,, y ) e Blx,

Y,p). Paraisso, usa-se a condicao de alinhamento de A e B com
um ponto genérico Plx, y) der:

X y 1
X2 Yi 1]l =0=ax+by+c=0
Xy 1

B (x, y,)
P(x y)

A, y)
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Atividades resolvidas

R13. Determine a equacao da reta r no grafico a seguir:
y

r

™

0 4‘1\ X

Resolucao
Conhecendo o grafico de uma reta r, podemos determinar sua equacao geral a partir
dos pontos em que r cruza os eixos Ox e Oj.

X y 1

o0 3 1] =0
4 0 1

Resolvendo o determinante, vamos obter:
(N3x+4y-12=0

R14. Determine a equacao geral da reta cuja equacao fundamentale y - 2 = 3(x - 5):

Resolucao
y-2=3Kk-5)
y-2=3x-15=3x-y-13=0

R15. Determine a interseccao dasretas (N x+y -3 =0 e (s) 2x - y - 1 = O representadas
na figura.
y

NG




Resolucao

Obtem-se a interseccao Plx, y) de duas retas r e s, resolvendo o sistema formado com
suas equacoes:

X+y-3=01(
2x—y—1=0(

4
()+(D=>3x-4=0=x= 3

Substituindo x= 5 em ()= 5 +y-3=02y=2.

45

Logo, a interseccaodereseP (5‘ 5) :

Casos particulares da equacao
geral da reta

Quando um dos coeficientes a, b ou ¢ for igual a zero, temos trés casos particulares
da equacao da reta:

- reta horizontal - reta vertical - reta que passa pela

a=0ebz0=>by+c=0 az0eb=0=>ax+c=0 origem
a#z0eb+#0ec=0

I J. C —_—
y="}p 21/ Ox X=='g =1/ Oy ax+by=0=(0,0er

y y y

U‘|n
<

Atividades

31. Determine a equacao da reta que passa pelos pontos:
a) A2, 2) e B4, 3) b) M1, -1) e N(-2, O)
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C)R(-3,2) e S(-1, -1) e)M(,0)eB (2 g)

oA(27) eofa)

32. Determine a equacao geral das retas-suporte dos lados do triangulo ABC, de
vértices A(-2, 0), B(4, 3) e C(2, -2).

33. Determine, a partir dos graficos, as equacoes gerais das retas representadas:

a) y c) y

N :
3




34. Verifique se os pontos P(2, 1) e Q(1, 4) pertencem areta(r) 2x+y -5=0.

35. Dada areta r de equacao 2x - y + 3 =0 e os pontos A(-1, 1), B(O, 3), C(2, 2), D(1, -3)
e E(-3, 4), verifique quais desses pontos pertencem aretar.

36. Dados os graficos, determine, em cada caso, a equacao geral da reta:

a) vy b) y C) y
u
5 t
135°
120° 30°
0 x 0 b%
0
AVEE N
_2\

37. Esboce o grafico das seguintes retas:
ay=-3 b)x=5 c)2x-y=3

38. Determine a area do triangulo definido pela origem e pelas interseccoes da reta

(r2x+3y-6=0com oseixosa eOy.

39. Determine ainterseccao das retas (r) - 4x+2y+2=0e(s)2x-y-1=0.
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Equacao reduzida da reta

Vamos determinar a equacao da reta r que passa por Q(0, q) e tem coeficiente angular
m=tg o

y-qg=mx-0)
y-qg=mx
y=mx+q

y
r

/ Q(0,9)
o

/ o X

Toda equacao na forma y = mx + g € chamada equacao reduzida da reta, em que m &

o coeficiente angular e g € a ordenada do ponto no qual a reta cruza o eixo Fy .Aequacao
reduzida pode ser obtida diretamente da equacao geralax + by + ¢ =0:

ax+by+c=0=by=-ax-c

Para b # O, temos:

b b
_a
m=-y Dy=mx+q
- _c
97

Atividades resolvidas

R16. Obtenha a equacao reduzida da reta r que passa por P(O, 5) e € paralela a bissetriz
dos quadrantes impares.

Resolucao

A equacao da bissetriz dos quadrantes impares € y = x. Logo, m=1 A equacao da reta r
que passa por (0, 5) é:

y=mx+qg=y=x+5




Atividades

40. Obtenha a equacao reduzida de cada uma das retas a seguir:

aA2x-y+3=0
g oX+L-q
3 2

b)6x+9y-1=0 dy-5=0

41. Obtenha a equacao reduzida da reta r que passa por P(1, -5) e é paralela a
bissetriz dos quadrantes pares.

42. Obtenha a equacao reduzida de r nos seguintes casos:

a) r € paralela a bissetriz dos quadrantes pares e passa por P(O, 3);

b) r € paralela a reta 2x - y - 3=0 e passa por Q(O, -1).

Equacao segmentaria da reta

Considere uma reta r que cruza os eixos cartesianos nos pontos (O, @) e (p, O).

y
Q0. q)

P (p,0)

o \ X

Vamos escrever a equacao da retar:

1
1 |=0=2gx+py-pqg=0=qgx+py=pq
1

T O X
0O Q <

Dividindo esta equacao por pg. obtemos a equacao segmentaria da reta: % + % =1
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Atividades resolvidas

R17. Determine a equacao segmentaria da reta r representada no grafico.

b

/5 0 X

Resolucao

Como r cruza os eixos em (-3, 0) e (O, 2), teremos a seguinte equacao:

X Y

-3 2

R18. Escreva a equacao segmentariadaretax+2y -4=0

Resolucao

Vamos determinar a interseccao da reta x + 2y - 4 = 0 com 0s eixos coordenados:
Xx=020+2y-4=02y=2

y=02x+0-4=0=x=4

X,y
2

Assim, temos a equacao segmentaria 4 =1

Atividades

43. Determine a equacao segmentaria das retas que passam pelos pontos A e B:
a) A@B, 0), B(O, 1) b) A(-4, 0), B(O, 2)




44, Escreva a equacao segmentaria de cada reta a seguir:
a)2x+y-3=0 b)3x-y-12=0

45. Obtenha a equacao segmentaria da reta representada em cada um dos graficos
a seguir:

a) b) y c) y
™
0 1 5 X
\ 1 / /
0 4\ X -4 0 X e -3

Posicoes relativas de duas retas

Considere duas retas distintas do plano cartesiano:

rlfax+by+c =0
()1 1 1
slax+by+c =0
()2 2 2

Podemos classifica-las como paralelas ou concorrentes.

Retas paralelas

As retas r e s tém o mesmo coeficiente angular.

=0 m=m
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Assim, para r//s temos:

al aZ al 02
m=me-“+*=-2ot="c
7T b, b, b, b,

1 2 1

Il
(@)

Retas concorrentes

As retas r e s tém coeficientes angulares diferentes.
0N SM#EM
r S r S

Assim, para r e s concorrentes, temos:

y
s\ r

Atividades resolvidas

R19. Determine a posicao relativa dasretas (N 2x+ 3y -4=0e(s) 3x+y -2=0.

Resolucao

A determinacao da posicao relativa é feita a partir dos coeficientes angulares:

5m =-

r

m =-

r

m=-—om=-—-=m=-3

oo ol
—lw Wl

Comom #m_ré concorrente as.
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Atividades

46. Dados os pontos A(1, 7), B(O, 5), C(3, 3), D(1, -1) e E(O, 7), determine a posicao
relativa das retas:

a) AB e CE

b)EeFC

C) AB e CD

47. Discuta em funcao de m a posicao relativa das retas r e s dadas a seguir:

a)(N2mx+y-3=0e(8)bx+y+1=0

b)(N3x-2y-8=0e(8)2x-my+3=0

48. Dada a reta s de equacao x - 2y + 3 = 0, obtenha r paralela a s, tal que:

a) r passe por P(-2, -1);

b) r passe pela origem.

49. Um dos lados de um paralelogramo esta sobre a reta (r)y = 2x - 1. Sabendo que
os vertices A(O, -1) e B(3, 5) estao sobre a reta r, determine a equacao do lado CD
para C(3, O).




50. Um retangulo tem vértices A(2, 1), B(2, -1), C(-2, -1) e D(-2, 1).
y

D 1 A
-2 0 2 X
C -1 B

Determine as equacoes:

a) das retas-suporte dos lados. b) da reta-suporte da diagonal AC.

Retas perpendiculares

Duasretasresnao verticais sao perpendiculares se e somente se 0s seus coeficientes

angulares sao tais que m = -1

m

S

Defatorlse o =0+ T

> y

sen o = COS

s rtgo =-cotg o 4 $
c05ur=—sena5} ga, go \

Como cotg o, = E

tgo = 1

1 '
tgo, Lom, / ° \ x
Entao:

1
rJ_s':>mr:——
m

S

: 1
E. reciprocamente, sem =-—=r Ls
r m

S

1
Logo.rlsem=-—.
Toom

S
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Atividades resolvidas

R20. Vamos verificar se asretas () 3x -2y +6=0e(s) 2x+ 3y - 6 =0 sao
perpendiculares:

Resolucao
mo--a_3
b2 {um . m- §.(_g) _ 1
s b 3
Portanto, r e s sao perpendiculares.

R21. Determine a equacao da reta s que passa pelo ponto P4, 3) e € perpendicular a
reta(r)2x -3y +1=0.

Resolucao

(Nex-3y+1=0>m =

w |

1
slr=m=-—
s m

1 "3
m=-—om=-=
S 2 S

3
Logo, como s passa por P4, 3):

y—3:—%(x—4)c>2y—6:—3x+12

() 3x+2y-18=0

Atividades

51. Em cada caso a seguir, verifique se as retas r e s sao perpendiculares:

aNx+y=leG)x-y=-7

P)(N3x-y-7=0e(6)3x-y+1=0
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52. Determine k para que areta (r) kx - 3y + 9 = O seja perpendicular a reta (s) 12x - 6y =1.

53. Obtenha p para que (r) x - 2py + 7 = O seja perpendicular a (s) -2px -y +1=0.

54. Determine a equacao da reta s que passa pelo ponto P e é perpendicular a retar
nos seguintes casos:

aP-2,DelnNx-y+4=0 b) P(O,3)e(N2x+y-3=0

55. Obtenha a reta s perpendicular a (r) -x + y+ 3 = 0 e que passa pelo ponto A(-2, 1).

Angulo entre duas retas

Conhecendo os coeficientes angulares m e m_de duas retas r e s nao paralelas aos

eixos Ox e 5}. podemos determinar o angulo 6 agudo formado entre elas:

y r s

m —m

1+m -m
s r

o

// X
/
Se uma das retas for vertical, teremos:

y r
/5

tg 6=

3 |




Atividades resolvidas

R22. Vamos determinar o angulo formado entre as retas (N 6x - 2y+6=0 e (s) 4x+ 2y - 10=0.

Resolucao ,

(Néx-2y+6=0m =3 s

($)4x+2y-10=0m_=-2 \5,
-m —2-3

tgo= s r |l etge=|_—=—2

¢ 1+m_-m : 1+(—2)-3‘ 3

tg0=1>0=45°

%\

y

Resolucao

Chamando de r a reta que passa por A e B e de s a reta que passa por B e C, temos:

(r)—x+2y—4:O:>mr:l

2
S)2x-y-4=02m_=2

tg=|—2 E>tg9:%:0,75
1+=2

2
Da tabela trigonometrica, obtemos 6 = 37°.
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Atividades

56. Determine a medida do angulo formado pelos pares de retas a seguir:
a(N2x-4y+1=0e(s)3x+9y+7=0

P)(wWbx-y+8=0eW)bx-2y+3=0

57. Calcule a medida do angulo 6 = ABC para A(1, 4), B(3,3) e C(-1, O).

58. Determine o angulo formado pelas retas PQ e RS para P(1, 1), Q(4, 2), R(-1, -3) e
S(2, 0).

Distancia de ponto a reta

Considere umaretar, de equacao ax + by +c¢ =0, e um ponto P(x,, y,) hao pertencente
ar. Pode-se demonstrar que a distancia entre P e r (d,,) € dada por.

ax_ +by +c

d =
Vo b

Pr




Atividades resolvidas

R24. Calcule a distancia entre o ponto P(3,4) e areta (r) 3x+2y - 6=0.

Resolucao

r P (3,4)

o

(r)3x+2y-6=0

g \ x du=|" Jo+4 | VI3 13
Portanto, dPr = 3,05.

3-3+2-4—6‘ 1 11V13

R25. Calcule a distancia entre as retas paralelas:
(N5x-3y+15=0e(s)b5x-3y-15=0.

Resolucao

A partir da formula da distancia entre um ponto e uma reta, podemos determinar a
distancia entre duas retas paralelas de equacdes conhecidas. Para isso, basta obter um
ponto em uma delas e calcular a distancia desse ponto a outra reta. Atribuimos um valor
arbitrario a x e obtemos o valor correspondente de y:

x=0=25-0-3y+15=0
y=52 P(0, 5)

Para encontrar a distancia de P a s, utilizamos a
formula da distancia de ponto a reta:

{P(Ov 5)

(s)sx-3y-15=0

d

PS_‘ J25+ 9 34 17

5-0—3-5—15‘ _ 30V34 _ 15V34

Como /34 = 5,83, teremos a distancia entreres:
d =514

rs
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Atividades

59. Calcule a distancia entre o ponto P e a reta r em cada um dos casos a seguir:
a)PR2,4eN3x-4y+1=0

b) P(O,0)e(Nx+y=0

AP-2,3enN2x-y=0

d) P(-2,-B) e (N 8x+6y-10=0

60. Calcule a medida da altura h, relativa ao lado AC, do triangulo ABC que tem
vértices A(3, 2), B(1, -5) e C(-2, -4).

61. Determine a distancia entre cada par de retas paralelas a seguir:

anN-x-y+2=0eG)x+y-1=0

b)()2x+y-7=0e(W4x+2y+3=0
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Estudo da
circunferencia

Denominamos circunferéncia o conjunto de pontos de um plano o que equidistam
de um ponto C de .

C=lPea|PC=rl

P

¢ I raio

C: centro

Equacao reduzida da
circunferéncia

Considere um ponto Cla, b) em um plano cartesiano e um numero real r > O.
Qualquer ponto P(x, y) que pertencer a circunferéncia C devera satisfazer esta condicao:

PC=r

P(x,y)

A

Usando a formula da distancia entre dois pontos, temos:

dye=r=Jyx-a? +y-by =r
X-ar+(y-br=r
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Essa equacao € chamada equacao reduzida da circunferéncia, de centro Cla, b) e raio r.

Toda circunferéncia cuja equacao é do tipo x2 + y? = r? tem centro na origem e raio r.
y

r

Atividades resolvidas

R26. Escreva a equacao reduzida de cada uma das circunferéncias a seguir, que
obtemos conhecendo o centro C e o raio r:

a)Ci2 3er=4
b)C(-2,-3)er=1

Resolucao
a)lx-aP+(y-br=r
x-22+(y-32=16

b) (x - (=2))2 + (y - (-3)2 =1°
x+2°2+(+3)32=1

R27. Determine o centro e o raio da circunferéncia de equacao (x - 4)2 + (y - 3)2=16.

Resolucao

Comparando (x - 4)? + (y - 3)> =16 com (x — a)° + (y - b)? =r?, temos:

a=4
b=3 =C4,3er=4
r? =16




R28. Em que pontos a circunferéncia de equacao (x + 1)? + (y - 3)>=1 cruza o eixo 6; ?

Resolucao

A circunferéncia cruza o eixo OTx nos pontos de abscissa x = 0. Assim:
x=021+(-32=1=2(-3°=0=>y=3
Logo, o ponto & (O, 3).

Atividades

62. Escreva a equacao da circunferéncia de centro C(a, b) e raio r em cada um dos
casos a seguir:

a)C-4,Der=4 b)C(-2,-1)er=3

63. Determine o centro e o raio das circunferéncias de equacoes:
ax-32+(-12=9

A+12+(y+12=8

b) (x + 22+ (y - 5)2 = 25

64. Dados os pontos A(2, 0), B(-1, 1), C(3, -4) e D(4, 0), verifique quais estao na
circunferéncia C de equacao (x + 1)? + (y + 4)> = 25.

65. Dados os pontos A(1, 2), B(4, -1) e M(3, V/6), quais pertencem a circunferéncia de
centro C(0, -1) e raio igual a 4?

66. Em que pontos a circunferéncia de equacao (x + 1)2 + (y = 3)2= 2 cruza o eixo Fy?

235



236

67. Determine os pontos em que a circunferéncia de equacao (x - 4)?+(y - 1)>=5

cruza o eixo Ox.

68. Escreva a equacao da circunferéncia de centro C(2, -1) que passa pelo ponto
P(1, 4).

Equacao geral da circunferéncia

Dada uma circunferéncia de centro Cla, b) e raio r, podemos obter sua equacao geral
a partir do desenvolvimento da equacao reduzida:

X-ar+(y-br=r
X2 —-2ax+a’+y? - 2by+b2=r?
X2 -2ax+a’+y>-2by+b2-r’=0

X2+y?-2ax-2by+a+b?-r=0

Atividades resolvidas

R29. Determine a equacao geral da circunferéncia de centro C(1, 2) e raio r = 3.

Resolucao
xX-12+(y-22=3°
X-2xX+1+y?-4y+4=92x2+y2-2x-4y-4=0

Atividades

69. Escreva a equacao geral da circunferéncia, dados o centro e o raio:
acC2 Der=1




b) C(0,0)er=6

c)C(-3,2)er=2

70. Determine as coordenadas do centro e a medida do raio das circunferéncias de
equacoes:

a)x?+y*+12y-13=0

b)x2+y?+10x+8y+25=0

C)Xe+y?-6x+2y-15=0

Posicao de um ponto em
relacao a uma circunferéncia

Dados um ponto Plx_, y) e uma circunferéncia C de equacao (x - aF + (y - b)* =r?,
existem trés posicoes possiveis para o ponto P em relacao a C:

- P éexterioraC
P

Nesse caso, dcp >
X =x)2+y-y)2>r
X=-x)+y-y)2-rr>0
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- Ppertencea C

Nesse caso, d_,=r.
X=X ) +y-y)=r
X=-x)2+y-y)r-r=0

- PéinterioraC

Nesse casod_, <.
X =x )2+ y -y rp<r
X=Xy +y-y)2-rr<O

Atividades resolvidas

R30. Verifique a posicao relativa dos pontos P(-6,3), Q(-5,4) e S(0,1) em relacao a
circunferéncia C de equacao x? + y2 + 12x - 12y + 63 = 0.

Resolucao

Basta substituir cada ponto na equacao da circunferéncia para verificarmos sua posicao
relativa:

P(-6,3)= (-6 + 32+ 12 (-6) - 12 -3+ 63=36+9-72-36=0= P pertencea C
QA-b4)=> (=52 +42+12 (-5)-12 4+ 63=25+16-60-48+63=-4<0=>Q éinteriora C
SOD=20P+12+12(0)-12-1+63=1-12+63=52>0=> P éexterioraC
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R31. Represente no plano cartesiano o conjunto dos pontos P(x,y) tais que (x - 5)2 + (y -
4)? < 9. Discuta o significado geométrico da representacao obtida.

Resolucao

Os pontos que satisfazem a relagao (x - 52 + (y — 42 <9 sao
interiores a circunferéncia de centro C(5,4) e raio igual a 3:

Esse conjunto de pontos (circunferéncia e seu interior) 41
define o circulo de centro C(5,4) e raio igual a 3.

Atividades

71. Determine a posicao de cada ponto a seguir em relacao a circunferéncia C de
equacao x? + y? + 2x - 20y - 20 =0.

a) L(5,0) c) N(©O, O)

b) M(9, 5) d) P(10, 10)

72. Obtenha o valor de k para que o ponto P(k,2) pertenca a circunferéncia x? + (y - 1)2=4.

73. Represente graficamente o conjunto de pontos que satisfaz a sentenca
(x+2)*+(y - 5)=16.

239



240

Posicao de uma reta em relacao
a uma circunferéncia

Dadas uma reta s e uma circunferéncia C, de centro C e raio r, ha trés posicoes
possiveis para a reta s em relacao a circunferéncia C. Essas posi¢coes sao determinadas
comparando-se a distancia d.. do centro C a reta s com o raio r da circunferéncia.

- Areta s ndo cruza a circunferéncia C. Entao, ch> r.

dCS>r<:>smC:®

- Aretas étangente a C. Entao, d_=r.

d.=resnC=(Tl

- Areta s € secante a C. Entao, ch< r.

C

d. <resnC=1AB]



Atividades resolvidas

R32. Determine a posicao da reta (s) 2x + y + 1 = 0 em relacao a circunferéncia (C) x° +
y°=16.

Resolucao
Determinamos, inicialmente, o centro e o raio da circunferéncia;
X2+ y?=16 tem centro C(0,0) e raio r = 4.

Em seguida, calculamos a distancia do centro C a reta r e a comparamos com o raio:

2o+o0+1 1 5
de="2+12 5 5

i

Como ?5 <4, temos d__<r o que significa que a reta s & secante a circunferéncia C.

R33. Represente no plano cartesiano o conjunto dos pontos P(x, y) que satisfazem o
sistema:

X2 +y*<9Q
X+y=3

Resolucao

Os pontos que satisfazem a relacao x° + y? < 9 sao interiores a circunferéncia de centro
C(0,0)eraior=3:

y

- ___3_

Para arelacao x +y > 3, que também pode ser escrita como y > -x + 3, teremos o
seguinte conjunto de pontos, obtidos atribuindo-se os valores x =0 e y = O na equacao
daretay=-x+3:
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Xx=02y=3 y=0=2x=3

O sistema de inequacoes sera, entao, representado pela interseccao das duas regides

planas encontradas:
y

Atividades

74. Para cada reta dada, determine sua posicao em relacao a circunferéncia C de
equacao (x +4)? + (y - 5)? = 64.

a) (s) 3x+4y+40=0 b) (t) 3x+4y+32=0

75. Determine a posicao da reta (s) 4x + 3y — 12 = 0 em relacgao a circunferéncia cuja
equacao é dada por x2+y? - 12x+ 8y +47 =0.

76. Obtenha, caso existam, os pontos de interseccao da reta s com a circunferéncia C
nos seguintes casos:

aAe)x-y-1=0e (O Kx-12+(y-2¢2=4

P)(s)y-1=0e(C) x-32+(y+3)2=16




77. Determine as equacoes das retas tangentes a circunferéncia (x - 2)? + (y - 4)2 =4
que passam pelo ponto P(5,2).

78. Obtenha as equacoes das retas tangentes a circunferéncia x? + y2 =1 que sejam
paralelas a reta de equacao y = 2x.

79. Represente no plano cartesiano o conjunto dos pontos P(x, y) que satisfazem o
sistema:

Posicoes relativas de duas
circunferéncias

Para analisar as posicoes relativas das circunferéncias de centro C, e raio r, e de centro
C, eraior, devemos comparar a distancia d = C,C, entre seus centros com os valores de r,
+r,0u del Ir, - r2| . Ha cinco posicoes relativas possiveis para duas circunferéncias:

- circunferéncias externas

d>r+r=CnC,=0
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- circunferéncias tangentes externamente

- circunferéncias secantes

B

T
d I

Ir,-rl<d<r+r,=>C,nC,=IA Bl

- circunferéncias tangentes internamente

>
Car
: :
r2
d=lr,-r,
C,nC, =Tl

- uma circunferéncia interior a outra

o<d<lr,-r]

C,nC, =0

Um caso particular em que uma circunferéncia € interior a outra € aquele em que
C,=C, ouseja, d = 0. Nesse caso, dizemos que as circunferéncias sao concéntricas.



Atividades resolvidas

R34. Represente no plano cartesiano o conjunto dos pontos P(x, y) que satisfazem a
sentenca: 9 < x2 + y? < 25. Discuta o significado geométrico da representacao obtida.

Resolucao

A sentenca 9 < x% + y? < 25 é equivalente ao sistema:

9< x*+y?

X? + y? <25
que pode ser escrito como:

X*+y*>9

X+ y? <25
Os pontos que satisfazem a relacao x° + O sistema de inequacoes sera, portanto,
y?> 9 sao exteriores a circunferéncia de representado pela interseccao das duas
centro C(O, O) e raio r=3: regioes:

y YA

Os pontos que satisfazem a relacao x2 +
y? < 25 sdo interiores a circunferéncia de
centro C(O, O) eraior=5:

y

Aregiao encontrada equivale a uma
coroa circular resultante de dois
circulos concéntricos de raios 3 e 5.

_5 ‘.‘ 0 ‘.' 5 X

_____5
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Atividades

80. Analise, em cada caso, as posicoes relativas das circunferéncias C, e C,
a(C)x*+y*-6x+4y-3=0e(C)x*+y*-4y=0

b) (C)x?+y? -10x - 24y +168 =0 e (C) x* +y? - 225=0

81. Caso existam, obtenha os pontos de interseccao das circunferéncias:
a) (C)x*+y?-16x-16y+63=0e(C)x*+y*-1=0

b)(C)x*+y*-2x+2y-1=0e(C)x*+y*-x+y-1=0
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Resumo

Distancia entre dois pontos

dAB:\/(XB _XA)Z +(y5 _yA)2

Ponto medio de um segmento AB

y

Ve

y
o X, ¥, 1
o D=l %, y, 1| =0
XC yc 1
o X ,
/ Area de um triangulo ABC
X, ¥y, 1
S=2Iplos=3| % Yo 1
X oy 1
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Coeficiente angular

Equacao fundamental
dareta

y
r

P(x y)

Alx, y,)

«
/ m =tg a X

o
m =&:ﬁ>y—yA=mr(X—xA)

Tox-—-x
A

Equacao geral da reta

1| =0=ax+by+c=0
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Equacao reduzida
dareta

L

/

/ o X

y=mx+q

Equacao segmentaria
dareta

y
NQ (0, q)

o \ X
X
P

Posicoes relativas
de duas retas

- Retas paralelas
y r

\a, \a
(0] X
m=m_<
a a a al|la b
e T T e
b b b b|la b
1 2 1 2 2 2




- Retas concorrentes

y
s

u

r

/\a;

a a a a
Mm#M & -tz 2 1z_2
bl b2

1

b2

- Retas perpendiculares

y
;

rLs:mr-mS:—l

Angulo entre duas retas

y r s
~—
6
() X
m —m
tgf=| —— 1
1+m5-mr

Distancia de ponto a
reta

ax_ +by +c
Ja 1 b7

~

Equacao reduzida da
circunferéncia

y

d. =

Pr

P(x,y)

o a X

x-ar+ly-br=r

Equacao geral da
circunferéncia

X2+y?-2ax -2by+a?+b2-r2=0
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Avalie o que aprendeu

1. O ponto PP l) é médio de AB. Dado A4, 2), calcule as coordenadas de B.

2'2
a) B(O, O) d) B2, 2)
b) B(-2, -2) e)B1, 1
c) B(-1, -1

2. Calcule a area de um quadrado, sabendo que os pontos (1, 1) e (4, 5) sao as
coordenadas de dois vértices consecutivos.

a)S=10 u.a. d)S=25u.a.
b)S=15ua. e) S =30 u.a.
c)S=20ua.

3. Os pontos A4, 7) e B(-2, 1) sao as extremidades de uma diagonal de um quadrado.
Calcule a medida do lado desse quadrado.

a3 d) 6
b) 4 e’
c)5

4. Para que valores de k o coeficiente angular da reta de equacao -2kx+y -12=0¢

iguala -8?

alk=-2 d) k=-10
b) k=-4 el k=-12
C)k=-8

5. Calcule o valor de k, sabendo que o ponto (6, 3R) pertence a reta de equacao 2y - 3x

-6=0.
a k=4 d) k=10
b) k=6 elk=12
C)k=8

250



6. Calcule a area do poligono ABCD.

a)12 ua. c) 20 u.a. e) 28 ua.
b) 16 u.a. d) 24 ua.

7. Determine as coordenadas do centro e o raio de uma circunferéncia de equacao (x -
32 +y?=3.

a) C0,3)r =3 d) C5, 0% r =5
b) C(3. 0): r /3 e) C0,5): r /5
c) C@3,3)r :\@

8. Determine a area de um circulo limitado por uma circunferéncia de centro (2, 1) e que
passa pelo ponto (1, 1).

a)S=3ua. d)S=2rua.
b)S=2ua. e)S=rnua.
c)S=3nua.

9. O ponto Q(2, k) pertence a circunferéncia de centro (1, 2) e de raio +/5. Calcule o valor
de k.

aAk=0ouk=2 dk=40uk=06
b)k=0Oouk=4 elk=6ouk=8
Ck=2ouk=4

10. Determine a equacao da reta paralela ao eixo das abscissas que tangencia a
circunferéncia de equacao x° + (y - 2)° = 16.

ay=6 dy=9
b)y=7 ely=10
cy=8
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Os fractais sao criados gracas aos estudos de teorias matematicas e modernas tecnologias.
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A intersecao entre as funcoes polinomiais e suas raizes abre um uni-
verso criativo e tecnologico fascinante. Atraves dessa compreensao ma-
tematica, € possivel nao apenas explorar os principios fundamentais das
equacoes polinomiais, mas tambéem desencadear aplicacoes inovado-
ras. A programacao de aplicativos de computador ou o desenvolvimento
de inteligéncias artificiais pode permitir a criacao de fractais complexos
e visualmente intrigantes, semelhantes aos mostrados na imagem. Esses
fractais sao produtos diretos da manipulacao e variacao das raizes das
funcodes polinomiais, oferecendo uma plataforma unica para a expressao
artistica e a exploracao matematica. Essa convergéncia entre matemati-
ca e tecnologia ressalta a profunda relacao entre os conceitos tedricos e
suas manifestacoes praticas, ilustrando como a compreensao das raizes
polinomiais pode impulsionar a criatividade e a inovagcao em um mundo
cada vez mais digital.

Neste capitulo, vamos explorar o que sao as fungdes polinomiais e
as equacoes polinomiais. Vamos descobrir como usar as principais ope-
racoes matematicas nesse contexto, além de desvendar o que esta por
tras dessas ideias matematicas e como podem nos ajudar a resolver pro-
blemas do dia a dia.



IV
Fungoes 7 A

polinomiais

Uma funcao p:R - Rdadaporpix)=a x"+a_x"'+.+ax+a,emque
a.a. . ..a,d, saoc numeros reais fixos com a # O, € denominada funcao

polinomial de graun (n e N).
p)=ax"+a X"'+..+ax+a,
* X € a variavel do polindbmio
-ne Neograude p) (a #0)
*a,a_, ..a,d,;sao os coeficientes do polindmio
- a, € o coeficiente independente ou termo independente

No polinbmio p) =a x"+a_x""'+..+ax+a, sea =0, temos gr(p)=n.

Notagao:

gr(p) = n indica que o grau do polindbmio p € n

Definimos valor numeérico de um polindmio p(x) ao numero real que
se obtém substituindo a variavel x por um numero o. Quando esse valor
acarretar em pla) = O, dizemos que o € um zero do polindmio ou uma raiz

da equacao px) = 0.

lgualdade de polinomios

Dois polindbmios sao iguais, ou idénticos, se e somente se todos os
coeficientes dos termos de mesmo grau sao iguais.

Dados: p)=a x"+a x"'+..+ax+a,eqx)=bx"+b_x"'+._.+bx+b,

temos:
a = bn
an—l = bn—l
px) =qx) :
al = 1
ao - bo




Atividades resolvidas

R1. Nos polindmios seguintes, indique a variavel, os coeficientes e o grau de p(x), se
possivel:

a) px)=3x2+2x - 4
b) px) =3x+1

Resolucao
a) px)=3x2+2x - 4
- X € variavel

- 3, 2, -4 sao coeficientes

«grip)=2
b)px)=3x+1
« x € variavel

- 3,1 sao coeficientes

- grip) =1

R2. Discuta o grau do polindmio p(x) = (k + Dx? + 3x + 2 em funcao de k € R.

Resolucao

Vamos analisar o coeficiente do termo de maior grau.
k+1=02k=-1

Se k # -1 entdo grip) = 2.

Sek=-1entaogrip)=1

R3. Em px) = 2x2 - 3x + 1, determine o valor numerico de p(x) par a:
ax=2 b)x=0

Resolucao
aAx=22pR)=2-22-3-2+1=>p2)=3
P)x=0=p0)=2-02-3-0+1=p0) =1
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R4. Determine a, b e ¢ para que o polindmio p) =(@+b -5x°+(@-b -1Ix+c+4

seja identicamente nulo.

Resolucao

Se px) = 0, entao todos os coeficientes sao nulos:

a+b-5=0 (1
a-b-1=0 (N
C+4=0 (1

De (lll), temos. c = -4

a-b=1
Logo,.a=3,b=2ec=-4

De () e (Il), temos: {a+b: 52a0=3eb=2

Atividades

1. Determine o grau dos polinédmios a seguir:
ap)=3x+2x-1

b) pix) = x

c)p)=2x"-3x2+1

d) px) =4+ x - 2x> + 3x*

2. Discuta o grau dos polindmios em fungcao de k € R:
a) px) =2k +6)x° + (3 + k)x+1
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b) p(x) = (K2 — Dx2 + (kR - 2)x - 3

3. Determine o valor de k para que o polindmio p(x) = (kR = 4)x% + (k> = 16)x + (R + 4)x + 4
seja de grau 2.

4. Dado o polinémio p(x) = 3x° - x2 + 3, calcule:
a) p(O) b) p(1)

5. Dado o polinémio p(x) = 2x? + kx — 2, determine R, sabendo que p(2) = 6.

6. No polindmio p(x) = x3 - kx? + x + 1, determine k se:
a)p=0 b) p(3) =1

7. Determine k para que x = 3 seja raiz do polinomio p(x) = kx® + x2 + 2x + 1.

8. Mostre que 1 e 3 sao raizes do polinéomio p(x) = x3 - 3x?> - x + 3.
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9. Determine q, b e ¢ para que os seguintes polinomios sejam nulos:
a) px)=(a+2x3+ (b -2)x+(c®-9)

b) px) = (a + b)x® + (a + 2¢c)x? + (b + c)x

10. Determine o valor de a e b em cada caso:

a)px)=ax®+bxepkx)=0

b)px)=ax®+bx+2,p2)=4ep(l3)=6

Ap)=axt-4x+b,pl=-2ep(-1)=5

11. Determine a e b, sabendo que os humeros 2 e -2 sao raizes do polinomio
px)=x3-2x2+ax+b.

Adicao e subtracao de
polinomios

Para somar dois polindbmios, adicionamos os coeficientes dos termos de mesmo
grau. Da mesma forma, para obter a diferenca de dois polindmios, subtraimos os coefi-
cientes dos termos de mesmo grau.

Atividades resolvidas

R5. Adicione os polindmios p(x) e qx):
p) =4x5 - 3x* - 2x° + 1
g =x*-33-x2+x+7



Resolucao

PX)+gx)=4x°-3x* -2+ 1+x* =33 -x2+x+7
P +gx) =4x° - 2x* - 3x* - 3x°+x + 8

Note que, nesse caso, temos:

grlp) = 5} =>grip+q =5

arl@) = 4

Nos casos de adi¢cao e subtracao de polindbmios, o polindmio resultante tera grau igual
Oou menor ao polindmio de maior graul.

R6. Obtenha a diferenca px) — g(x) dos polindmios:
p) =6x*-2x3+5x2 - x+1
g =3x*-x3+2x2-x-1

Resolucao
pX) - gx)=6x* - 23+5x2 - x+1-3x*+x3 -2+ x+1
px) - glx) = 3x* - x>+ 3x% + 2 e 0 grau do polindmio obtido € 4.

Multiplicacao de polinomios

Para obter o produto de dois polindmios, multiplicamos cada termo de um deles por
todos os termos do outro, somando os termos de mesmo grau.

O grau do polindmio-produto p(x) - glx) € a soma dos graus de px) e glx), se nenhum
deles for o polindmio nulo: grip - ) = gr(p) + gr(q).

Atividades resolvidas

R7. Vamos multiplicar os polindbmios:
pXx) = 3x% + 2x
g)=x3-x2+5
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Resolucao

pXx) - gix) = (3x2+ 2x) (x® - x2 + 5)

P - glx) = 3x% (X3 — x2 + 5) + 2x(x® - X2 + 5)
px) - qx) = 3x5 - 3x* + 16x2 + 2x* - 2x° + 10x
px) - glx) = 3x° - x* - 2x° + 15x% + 10x
Observe o grau do polindmio-produto:

gr(p) = 2} 2grp-q) =5
griq) = 3

R8. Dois polindmios p(x) e gx) tém graus n e m, respectivamente. Sabendo que o grau
de px) - gx) € 7 e que m - n = -1, determine o grau de px) e gx).

Resolucao

grip-q)=7=>m+n=7

m+n=7 om=3en=4
m-n=-1

Logo:
grip) = 4} >grip-q) =7
ari@) = 3

Atividades

12. Dois polinomios p(x) e g(x) tém o mesmo grau n. Analise o grau da soma p(x) + q(x),
sabendo que o grau de p(x) - q(x) = 8.

13. Dados os polinémios p(x) = x* - x3 + 2x? - 1, q(x) = 3x® + 1 e t(x) = 4x? - 1, obtenha:
a) px) + gx) c) gx) - tx)

b) g(x) - t(x) d) tx) - pix) = gx)

Observacao: (tx))? = tlx) - tx) e ()2 = gx) - gx)



14. Verifique se cada afirmacao é verdadeira ou falsa:

a) Se o grau do polindbmio p € 5, entao o grau do polindbmio 2p € 10.

b) Se o grau do polindbmio p € m e do polindmio g € n, com m > n, entao o grau do
polinbmio p + g € m.

Divisao de polinomios
Considere os polindmios p(x) e d(x), nao nulos, tais que o grau de p(x) seja maior ou

igual ao grau de d(x). Nessas condicoes, podemos efetuar a divisao de p(x) por d(x), en-
contrando dois polindmios, gx) e r(x), que satisfazem as seguintes condicoes:

« p) =dx) - gix) + r(x)
- rlx) =0 ou gr(n < gr (d)
pXx): dividendo
d(x): divisor
g(x): quociente
r(x): resto
Se rx) for o polinémio nulo, dizemos que p(x) € divisivel por d(x).

A divisao de dois polindmios pode ser feita por dois metodos: o metodo da chave e
o método de Descartes.

Meétodo da chave

- Ordenamos p(x) e d(x) segundo as poténcias decrescentes de x e montamos a chave:

pXx) | d(x)

rx) qx)

- Dividimos o primeiro termo de p(x) pelo primeiro de d(x), obtendo o primeiro termo de
qx).

- Multiplicamos o termo obtido pelo divisor d(x) e subtraimos de p(x).

— Continuamos o processo ate obter um resto de grau menor que o de d(x) ou resto nulo.

Método de Descartes

Consiste basicamente na determinacao dos coeficientes do quociente e do resto a
partir da identidade:

P = d6d - gL + rix)

261



Atividades resolvidas

R9. Divida p(x) = x® — 4x2 + 7x = 3 por d(x) = x> - 3x + 2 pelo método de Descartes.

Resolucao

Devemos encontrar g(x) e r(x) tais que:

X3 -4x2+7x-3=(x%-3x+2) - gl + rx)

Vamos analisar o grau de g(x) e de r(x).

3:8; Z i} c>gr(q)=gr(§) =1

Como gr(n < grld), devemos impor gr(in =grid) -1=griNn=2-1= grin =1
Assim, temos: gx) =ax+b erx)=cx+d

X = 4x° 47X — 3=(x* = 3x + 2)(ax + b)+(cx + d)

Px) d() alx) (x)

Efetuando as operacoes e agrupando os termos semelhantes, obtemos:
X2 -4x2+7x-3=ax*+(-3a+bx*+(2a-3b+cx+2b+d

Para que haja igualdade, devemos ter:

a=1

Ba+b=-4 log_1 p=-1 c=2 d=-1
2a-3b+c=7

2b+d =-3
Assim, g)=x-lerx)=2x-1

R10. Determine o valor de k para que a divisao de p(x) = 4x® - 3x2 + kx + 3 por dix) =x° - 1

seja exata.
Resolucao

s p(x) 45 - 3x°+kx+3=ax+bx?-ax-b
Adivisao ==L é exata se r(x) = 0.

d(x) Comparando, obtemos:

Como o grau de gx) € 1, pois gr(q) = gr(%) 4=a
'temos: ;3:_2 >a=4b=-3ek=-4
4¢3 - 3+ hx+3 =02 -1 (ax + b) 3=-b




Atividades

15. Efetue a divisao de p(x) por d(x) em cada item:
ap)=x3-2x2+6x-5edX)=x>-2x+1

P)p)=x®+5x>-7x+4edx)=x+1

c) plx) = bx®— 2x* - 4x3 - dx e d(x) = x> + x

d)p)=x3-3x+3x-ledx)=x2+2x-1

16. Calcule o valor de m e n para que a divisao de p(x) = 8x* + mx® + 2x?> - nx + 1 por
d(x) = 4x? + 3x - 1 seja exata.

17. Determine os valores de p e q para que o polindmio x3+ px + q seja divisivel por
x2+2x+5.

18. Dividindo um polinémio p(x) por d(x) = x2 - 4x + 1, obtém-se quociente qx)=x+ 4 e
resto r(x) = 15x + 1. Determine p(x).

19. Determine um polinémio p(x) cuja divisao por d(x) = 2x - 6 resulta um quociente
q(x) = -x3 - 2x?> + 1 e resto 6.
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Teorema do resto

O resto rx) da divisao de um polindmio p(x) por um bindmio do primeiro grau d(x) = ax

+ b € igual ao valor numeérico de p(x) para x = - b (a=+0).

_(ax+b) ’

pXx) = g + r(x)

d(x)

Como o grau de d(x) € 1, entdao o grau de r(x) € zero. Logo, r(x) € um polindmio cons-
tante, ou seja, rlx) = k.

Para x = - Q, temos:
a

2)-[=2 oo 2)e

Em particular, quando a divisao de px) por dix) = ax + b € exata, o resto sera

rx) = p(_gj =0, ou seja, —% € o zero do polindmio p(x) = O.
a

Teorema de D'Alembert

Um polindmio p(x) € divisivel por d(x) = ax + b se e somente se p(—g) =0.
Se px) =dx) - gx) = (ax + b) - glx), entao:

o) 2)e o) o2) =
a a a a
E reciprocamente, se p(x) = (ax + b) - gx) + k, entao:

oc s 2)-[o(2)oof d8)er=o o s res
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Atividades resolvidas

R11. Sem efetuar a divisao, determine o resto da divisao de p(x) = 3x® - 4x> + x + 1 por
dx)=x - 2.

Resolucao

Pelo teorema do resto, temos:
px) = 3x3 —4x* + X +1
dx) =x-2
rx)=3-22-4.2242+1=rx=11

} = r(x) = p(2)

R12. Dividindo um polindmio p(x) por x - 2, obtem-se resto 5 e, dividindo por x + 1,
obtém-se resto -2. Determine o resto da divisao de p(x) por (x - 2) - (x + 1).

Resolucao

O grau do divisordix) = (x - 2) - (x+ 1) € 2, entao o grau de r(x) € 1 e, portanto, r(x) = ax + b.

pX)=x-2)x+1D gk +ax+b

Como p(2) =5 e p(-1) = -2, temos:
pl2)=5=22a+b=5

p(-=-22-a+b=-2

Resolvendo o sistema, encontramos: a = % eb= %

Logo, o resto é rix) = %X + 1

3

Atividades

20. Calcule o valor de t, sabendo que o resto da divisao de p(x) = 4x3 + 2x2 — tx + 5 por
x+2él
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21. Determine o resto r(x) das divisdes de p(x) por d(x) em cada caso a seguir:
alpk)=2x*-3x*+1ledx)=2x-1

b)p)=x>-x*+2x°-x2edx)=x-1

Ap)=x2-5x+6edXx)=x-3

22. Calcule o valor de m para que o resto da divisao de p(x) = x3 - 2x> + mx+ m - 1 por
d(x) =x - 2 seja 5.

23. Determine o valor de a para que o resto da divisao de p(x) = 4x? - ax + 1 por
d(x) = 2x - 6 seja igual a -5.

24. Calcule k para que o polinémio p(x) = 2x® - kx? + 5x - 1 seja divisivel por x - 1.

25. Determine os valores de a e b, sabendo que os polindmios p(x) = -x2 + (a - b)x e
t(x) = 2x3 — ax? - ax + 2b sao ambos divisiveis por x + 1.

26. Obtenha o resto r(x) da divisao de um polinémio p(x) por (x + 2) (x - 2), sabendo
que os restos das divisdes de p(x) por (x + 2) e por (x - 2) sdo, respectivamente, -1 e 3.

27. Obtenha o resto r(x) da divisao de um polinémio p(x) por (x? - 9), sabendo que os
restos da divisao de p(x) por (x + 3) e por (x — 3) sdo, respectivamente, 2 e -1.



Algoritmo de Briot-Ruffini

O algoritmo de Briot-Ruffini consiste em um dispositivo pratico para efetuar a divisao

de um polindmio p(x) por um bindmio d(x) =x - a.
Considere px)=a x"+a_ X"+ .. +ax+a,
Podemos descrever esse dispositivo pelos seguintes passos:

- Dispoem-se todos os coeficientes de p(x) ha chave:

- Coloca-se a esquerda araizde dx)=x-a=0:

| an Fn-1 a )
!

* Abaixa-se o primeiro coeficiente (a ), que corresponde ao primeiro coeficiente de g(x).

Em seguida, multiplica-se a_ pela raiz a e soma-se o resultado ao segundo coeficiente
de px), obtendo-se o segundo coeficiente de g(x):

s

a|la
+ +
X |-a, a,a+a,

n-1 a1 aO

1

 Multiplica-se por a o resultado obtido para o segundo coeficiente de gx) e soma-se
esse resultado ao terceiro coeficiente de p(x), e assim sucessivamente.

Divisao de p(x) por x - a:

a | coeficiente de p(x) |

| coeficiente de q(x) | resto r(x)

Para d(x) = ax + b, devemos tomar o seguinte cuidado para obter o quociente:
p&x) =dx) - gix) + rix)
px) = (ax + b) - gix) + rx)

b
px) = a(x * _) - q(x) + r(x)

a

b
px) = (X * 0) -aq(x) + r(x)

b
px) = (X * g) - q,(x) + rx)
ql(x)

q,(x) = aqlx) = q(x) =

b
iy | coeficiente de p(x)
| coeficiente de q(x)

q,(x) q,(0)
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Atividades resolvidas

R13. Divida p(x) por d(x) usando o algoritmo de Briot-Ruffini:
a) pl) =3x*-2x3+x2 - 2x+ 1 pordx) =x - 2

b) plx)=x®-2x+1pordx)=x+3
c)pl)=4x3-3x°+x+2pordx)=2x-1

Resolucao
a)

. 4 s o 1 — 1 I+ |
2|3 2 1 2 1 2|3 2 + + e e
S TS 4 2l 2 1 2

X 16 S T R

QM 1= 0
. | )
2|3 2 1 2 1 2|3 2 1 2 1
>‘<| 3 4 9 2| 3 4 9 16 B
e | T

Como grip) =4 e gr(d) =1, teremos gri@) =3, ) =3x*+4x° + Ox + 16 e r(x) =

b) Para dividir p(x) = x® - 2x + 1 por d(x) = x + 3, inicialmente escrevemos p(x) na forma
completa: px) = x3 - Ox? - 2x + 1. Depois, indicamos os coeficientes no algoritmo.

agx)=x2-3x+7erx)=-

c) Para dividir p(x) = 4x® - 3x% + x + 2 por d(x) = 2x - 1, devemos utilizar o algoritmo de

Briot-Ruffini com d (x) = x - L . Para obtermos o quociente, dividimos o quociente g,

obtido por 2: 2
-2 | a b c d
| 1 -2 3 | 2

( x)

= qlx) =2x° - X4l er(x)zg

qlx) = 2" 2 P




Atividades

28. Determine o quociente q(x) e o resto r(x) das divisdes de p(x) por d(x):
ap)=3x-2x+x+1ledx)=x-1

b) plx) =x5- 4x*+3 e dx)=x+2

Apk)=56x2-3x-ledx)=x+1

dp)=x>-ledx)=x-1

29. Determine o resto da divisao:

(3x4—zx3—x2—§x+1) 0+ 2).

30. No algoritmo abaixo, foi aplicado o algoritmo de Briot-Ruffini. Determine o
dividendo p(x), o quociente q(x) e o resto r(x).
2| o b c d
| 1 -2 -3 | 2
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AN Av
Equacoes <77
polinomiais

Equacao polinomial ou equacao algébrica é toda equacao do tipo px) = 0, em que:
p)=ax"+a x"'+.+ax+a,=0
*a,da. . .. a,d,sao numeros reais;
- n € numero natural;
- X € variavel complexa;
- 0 grau da equacao polinomial € o grau do polindmio p(x).

A raiz da equacao polinomial p(x) = O € todo numero a. € C, tal que plo) = O.

Teqrema fundamental
da Algebra

O teorema fundamental da algebra € uma proposicao que pode ser enunciada da
seguinte forma: Toda equacao polinomial de grau n, com n > 1, possui pelo menos uma
raiz complexa.

Com base nesse teorema, podemos mostrar que toda equacao polinomial de grau n,
com n =1, possui exatamente n raizes complexas.

Além disso, podemos mostrar que todo polindmio de grau n, com n =1, pode ser de-
composto em fatores do 12 grau da seguinte maneira:

pX)=ax"+a X"'+.. +ax+a,
ph)=a x-o)x-o).x-o )Kk-o)
em que o, o, ..., 0, Sa0 as raizes de p(x).
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Atencao

Até agora, o conjunto universo utilizado na resolucao de problemas e equacoes
foi o conjunto R dos numeros reais. Vimos tambem que algumas equagdes nao tinham
solucao no conjunto dos reais. E 0 caso, por exemplo, da equacao x+1=0:

X*+1=0=>x2=-1
Logo, S =, visto que nao existe numero real cujo quadrado € iguala -1.
Chamamos de unidade imaginaria o numero /, tal que:
2=-10useja, i= V-1

Assim, no conjunto dos numeros complexos, as equacdes do 22 grau com A < O
possuem solucao nao vazia.

Assim, a solucao da equacao sera:
X+1=02x=-1l2x=tJ-12Xx==%]
Logo, S=1{-i L.

O conjunto C dos numeros complexos € aquele formado pelos humeros que po-
dem ser expressos naformaz=a+bi,emqueae R be Rei=+-1,0u sgja:

C={z=a+bilae R be R i=+-11

Aforma z=a + bi € denominada forma algebrica de um numero complexo, em que
a € a parte real e b, a parte imaginaria.

Tomando um numero complexo z = a + bi, temos:

a=0

= 7 = bi (imaginario puro)
b#0 } d P

b=0=z=qa (real)
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Multiplicidade de uma raiz

Dada a equacao polinomial p(x) = O de grau n, dizemos que « € raiz de multiplicidade
k se, das n raizes da equacao, somente k forem iguais a o.

Atividades resolvidas

R14. Verifique se os valores 2 e 5 sao raizes da equacao polinomial x2 - 7x + 10 = 0.

Resolucao
2°2-7-2+10=0e52-7-5+10=0

Logo, 2 e 5 sao raizes de x> - 7x + 10 = 0.

R15. Verifique se i, -i € -2 sao raizes da equacao px) = 0, em que p(x) =x3 + 2x° + X + 2.

Resolucao

pil=PF+2+i+2=--2+i42=0

p(=N=(=iP+2(-° +(-D+2=i-2-i+2=0

p(-2)=(-22 +2(-2) H-2)+2=-8+8-2+2=0

Como p() =0, p(-i) =0 e p(-2) = 0, temos que I, —i e -2 sao raizes da equacao px).

R16. Sabendo que -2 e 3 sao 0s zeros do polindmio plx) = 2x2 - 2x - 12, escreva-o como
produto de fatores de 12 grau:

Resolucao
px) =2[x - (-2)] (x - )= plx) =2k + 2) x - 3)

R17. Qual € a multiplicidade das raizes da equacao (x - 2) (x + 3) (x + 3) = 0?

Resolucao

-3 é raiz de multiplicidade 2 ou raiz dupla, e o numero 2 e raiz de multiplicidade 1.




R18. Uma das raizes da equacao x° - 4x2 + x + 6 = 0 € o numero 2. Determine as outras

duas raizes.

Resolucao
Se 2 éraiz, entao px) = x® - 4x2 + x + 6 e divisivel por (x - 2).
Efetuando a divisao, temos:

—2| 0 b c d

| 1 -2 -3 | 2
pix) = (x - 2) (@ - 2x - 3)

=1

x—2=O:>X1=2oux2—2)(—3=O:>{X2 ,
X =

3

Atividades

31. Determine quantas e quais sao as solugoes das seguintes equagoes:

AX+DKX-DX+2)=0

b) (x+2) x-2)(x-2)=0

32. Mostre que o numero 2 é raiz da equacgao x3 + 3x2 - 6x - 8 =0.

33. Determine as raizes das equacgoes:
aAKx-20x-3)x-4=0

b)3x+2) x-2) x+1)=0

A)4x-3) x+2)x+N=0
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34. Sabendo que -3 € uma das raizes da equacao x3 + 4x2 + 3x = 0, determine as
outras raizes.

35. Determine as outras raizes do polinémio p(x) = x* - x? - 9x + 9, sabendo que
p(1)=0.

36. Resolva a equacao x* — 4x3 + 3x2 + 4x — 4 = 0, sabendo que o numero 2 é raiz dupla.

37. Mostre que -2 é raiz de multiplicidade 3 da equacao x* + 7x3 + 18x2 + 20x + 8 = 0.

38. Determine a multiplicidade da raiz 1 na equagao x* - x3 - 3x2+5x - 2=0.

Resumo

Polinomios

pX)=ax"+a X"'+.+ax+a,emque:
* X € a variavel do polindmio

*ne N

- a,a. . a,da, sao coeficientes do polindmio

n-1

- a, coeficiente independente

- grau do polindbmio p € n: gr(p) =n



Valor numeérico

E o valor que se obtém substituindo a variavel x por um numero a.

Zero de um polinomio

E o numero o tal que pl(o) = 0

Igualdade de polinomios
Dados:

p)=ax"+a X"'+.+ax+a,eqx)=bx"+b_x""'+.+bx+b,temos:

n-1

an - bn
an—l - bn—l
px) =qgx) &
1 bl
(0] - bo

Adicao e subtracao de polinomios
Para somar dois polindmios, adicionamos os coeficientes dos termos de mesmo

grau. Da mesma forma, para obter a diferenca de dois polindbmios, subtraimos os
coeficientes dos termos de mesmo grau.

Multiplicacao de polindmios
Para obter o produto de dois polindbmios, multiplicamos cada termo de um deles
por todos os termos do outro, somando os termos de mesmo grau.

O grau do polindmio-produto p(x) - g(x) € a soma dos graus de px) e g{x) se nenhum
destes for o polinémio nulo: grip-q) = gr(p) + gr(q).

Divisao de polinomios
Considerando os polindmios p(x) e d(x), nao nulos, tais que o grau de p(x) seja maior

ou igual ao grau de d(x), pode-se efetuar a divisao de p(x) por d(x), encontrando dois
polindmios, gx) e r(x), que satisfazem as seguintes condicoes:

« pb) =dx) - gx) + r(x)
+ rix) =0 ou gr(n < gr(d)

Se rx) for um polindbmio nulo, dizemos que p(x) € divisivel por d(x).
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Método da chave

Ordena-se plx) e d(x) segundo as poténcias decrescentes de x e monta-se a chave:

px) Ldix)
rx)  q(x)

Método de Descartes

Consiste basicamente na determinacao dos coeficientes do quociente e do resto a
partir da identidade:

px) =dXx) - gix) + rx)

Teorema do resto

px) = w - q(x) + r(x)
d(x)

b
rx) = p(—g)

Teorema de d'Alembert

Um polindmio p(x) & divisivel por

dlx) = ax + b se e somente se p(—%) =0.

Algoritmo de Briot-Ruffini

Divisao de p(x) por x - a:

a | coeficiente de p(x) |

coeficiente de q(x) resto
r(x)

Equacoes polinomiais
p)=ax"+a x"'+.+ax+a,=0,
em que:

*a,a. ., . a,d,Sac numeros reais;
N € numero natural;

- x € variavel complexa;

- 0 grau da equacao polinomial € o grau do polindmio p(x).
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Avalie o que aprendeu

1. Determine os valores de k para que o polindmio p(x) = (3k + 5)x3 - (2 + RIX* - x + 3
tenha grau 3.

a)Qf(P)=3=>k¢—% c)gf(/i))=4:>/?¢—% e)gr(p):g:le;t—g

o or(p)=3= k#-2  gorlp)=7=kr-2

2. Dado p(x) =x°> + 2x* - x3 + x? + 3, calcule p(O) + p(-1) - 3p(D).
a) -7 b) 7 c) -9 d)9 e) 13

3. Sabe-se que p) = 2x® - 3ax + b, p(1) = -8 e p(-1) = 6. Obtenha os coeficientes a e b.
ala=0eb=0 cda=2eb=0 ela=4eb=0
b)a=leb=-1 da=3eb=-1

4. Calcule os coeficientes a, b, ¢ e d para que o polindmio px) = (a - 3)x* + (2b + B)x° + (c
- 2)x - d seja identicamente nulo.

aa=2b=-3;c=5,d=2 da=3b=-3;c=5d=1
b)a=3;b=-4,c=2;d=0 ela=5b=-3;c=7,d=6
ca=3b=-3;c=2:d=0

5.DadosA=x2-x+2.B=x-4x°+2x-1eC=x-2, calcule A+B - 3C:
a)xd-6x°-x+3 X3 -4x2-2x+6 e)x3-2x2-3x+9
b)x® -5x2-x+5 d)x®-3x2-2x+7

6. Determine o valor de k, sabendo que os restos das divisdes de p(x) = 3x* - 2x3 + kx + 1
por (x - 1) e (x + 1) sao iguais.

ak=0 b)k=2 k=4 d k=6 e)k=8

7. Um polindbmio p(x) dividido por (x + 3) da resto 2, e dividido por (x - 2) da resto 5.
Determine o resto da divisao de p(x) por (x - 2) (x + 3).

a)r(x):5+£ c)r(x):i+§ e)r(x):3—x+§
3 5 3 3 5 5
b) r(x) = 3+ 19 d) rix)= 22X+ ¥
5 3 5
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8. Na divisao de um polindmio p(x) pelo bindmio (x — 3), usou-se o dispositivo pratico de
Briot-Ruffini, como mostra o esquema abaixo. Determine os valores de a, b, ¢, d e e.

3| 1 b c 7 e

| a 2 4 | d 59
aa=2b=-2c=-2,d=11;e=21 da=2b=-3;c=-5d=1l,e=2
b)a=1b=-1c=-2,d=19;e=2 ela=3b=-1c=-2,d=8,e=2

ca=1lb=-4c=-2,d=19,e=2
9. Sabendo que o polindmio px) =x° + ax? + 3x + b € divisivel por (x - 3), determine a + b.
a) o c) 4 e) 16

b) 2 d) 8

10. Uma das raizes da equacao x® - x2 - 2x + 6k = 0 € 3. Determine as outras.

a) -1+ +V10ie-1-+10i d) -1++3ie—1-+/3i
b)—1+\/7ie—1—\/7/' e)—1+\/5ie—1—x/5i
C)—1+£/e-1—£/

11. Dada a equacao x® + (k +1)x? + (k + 9) x + 9 = O e sabendo que uma das raizes dessa
equacao e - 1, determine k para que as outras raizes sejam iguais.

a) k=16 C)k=14 e)k=+2
b) k=45 d) k=13

12. Determine o conjunto-solucao da equacao x* - 7x3 + 13x% + 3x - 18 = O, sabendo que
3 éraiz dupla.

a)sS={-101 c)S=11 -2 3l e)S={-1-2 -3I
b)S=1{-12 3} d)S={10, -1

13. Determine as raizes da equacao x® — 9x + 23x - 15 = O, sabendo que uma delas € o
quintuplo da outra.

a)S=1157 d)S=1{2 5 9}
b)S=1{2,7 9l e)S=11 3, 5}
c)S=13,3 3}



14. Encontre o conjunto-solucao da equacao 2x3 - 3x2 - 3x + 2 = 0, sabendo que o
produto de duas raizes € iguala 1.

a)sz{o,i,s} c)5={2,—§,—4} e)S:{—2.§,4}
2 2 2

15. Calcule o comprimento da diagonal d de um paralelepipedo reto-retangular, sabendo
que suas dimensoes, em centimetro, sao dadas pelas raizes da equacao 24x° - 26x% + 9x - 1.

a)q- 61 o) g=97 e)d:\/9_1
12 13 15
b) 4 V6L d 4 - Vo7
12 13

16. Sendo px) = x*+2x3 - 8x* + 6x + a e gix) =x + b, com b > 1. Ao efetuar a divisao de p(x)
por qx), aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini, obteve-se:

| 1 2 8 6 a

-b | 1 2 C -6 -10

Complete o dispositivo e determine o valorde a + b + c.
a) -30 c) -20 e) -10
b) -25 d) -15

17. (UM-SP) Se p(x) = 2x2 + kx +2 € divisivel por x + 2, entao 2* vale:
a) 32 c) 8 e 4
b) 16 d) 64

18. (FGV-SP) A equacao x® - 3x? + 4x + 28 = O admite -2 como raiz. As outras raizes
satisfazem a equacao:

AX-4x+14=0 CXx2-6x+14=0 e)x?-8x+14=0
b)x2-5x+14=0 A x2-7x+14=0

19. (Fuvest-SP) Dividindo-se o polindmio P(x) = x° + ax* + bx? + cx + 1 por (x - 1), obtém-se
resto igual a 2. Dividindo-se P(x) por (x + 1), obtém-se resto igual a 3. Sabendo que Px) &

divisivel por (x - 2), tem-se que o valor de a_f éigual a:
a) -6 c)4 e 9
b) -4 d) 7
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20. (EPCAR-MG) O resto da divisao do polindmio p(x) =x* - 2x3+ 2x° - x+1porx+1¢é

um numero:
a) impar menor que 5. C) primo maior que 5.
b) par menor que 6. d) primo menor que 7.
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