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O PROGRAMA DE CORRECAO DE FLUXO

A Secretaria de Estado de Educacgdo do Para (SEDUC-PA) instituiu, a partir de 01 de agosto de
2024, o Programa de Correcao de Fluxo “Acelere o Saber” como uma acgdo estratégica de grande alcance,
integrante do Planejamento Estratégico da SEDUC para o quadriénio 2023-2026, destinada a enfrentar o
desafio da distorcdo idade/ano em nossa rede estadual de ensino.

Em sua fase inicial, o Programa atendeu 30.653 estudantes em 328 escolas, organizados em 977
turmas especificas, com foco em turmas do Ensino Fundamental (6° ao 8° ano) e do 2° ano do Ensino
Médio. Naquele momento, os estudantes permaneceram vinculados as suas turmas regulares de
matricula, frequentando o mesmo turno, contudo, com um atendimento pedagégico complementar e
diferenciado, focado na aceleracdo dos estudos e na recomposicdo das aprendizagens essenciais.

O programa surgiu com objetivos alinhados as premissas da educacdo como direito, a saber:

1. Garantir os direitos de aprendizagem com equidade, oferecendo mais a quem mais precisa.
2. Estimular a continuidade dos estudos, rompendo o ciclo da repeténcia sistematica.
3. Combater o abandono escolar, criando condic¢des reais de progressao e sucesso.

A proposta pedagoégica do Programa fundamenta-se na crenca inegociavel de que todos os
estudantes sdo capazes de aprender e de realinhar sua trajetdria escolar. Para isso, propde uma
abordagem que:

e Respeita os diferentes ritmos e formas de aprendizagem.

e Adapta o curriculo, selecionando os conhecimentos fundamentais e essenciais para a progressao
no ciclo ou nivel de ensino.

e Organiza as turmas como espacos de aprendizagens significativas, priorizando o
desenvolvimento de habilidades e competéncias.

e Assegura o acesso ao conhecimento socialmente elaborado, em consondncia com a matriz
curricular e as diretrizes da rede estadual.

Para operacionalizar essa proposta, em todos os processos de implementacdo do Programa, a
Secretaria de Educacdo tem fornecido material didatico-pedagégico especifico, organizado por 4rea de
conhecimento e nivel de ensino. Neste ano de 2026, esta cole¢do sera mais utilizada pelos alunos que
aderirem ao programa, podendo até mesmo ser o principal material pedagdgico destinado as turmas
de Correcdo de fluxo.

O Programa de Correcao de fluxo sob o Olhar do Estudante

Quando olhamos para o programa a partir da vivéncia do estudante, ele deixa de ser apenas uma
politica educacional formal e passa a representar uma possibilidade concreta de mudanca. Cada
estudante carrega uma trajetdria marcada por diferentes experiéncias, desafios pessoais, sociais e
educacionais que, ao longo do tempo, contribuiram para o seu contexto escolar. Muitas vezes, essas
vivéncias geram frustragdes, insegurancas e até a sensacdo de que a escola nédo foi pensada para eles, o
que afeta diretamente o interesse, a motivacdo e a permanéncia nos estudos. Nesse contexto, estar em
uma turma de corre¢do de fluxo ndo significa atraso ou fracasso, mas sim uma oportunidade de
reorganizar o caminho, retomar os estudos com mais clareza e seguir adiante de forma mais confiante.

O alcance do programa evidencia que a Secretaria de Educacdo reconhece que a distorcao
idade/ano é um problema real e presente em diferentes realidades da rede estadual, e que precisa ser
enfrentado com responsabilidade e compromisso. Para o estudante, esse reconhecimento se traduz em
acolhimento e respeito, pois o programa busca romper com rétulos e estigmas historicamente



associados a alunos que se encontram em defasagem escolar. Ao invés de exclusdo ou julgamento, o
estudante encontra um espaco pedagégico pensado para o avango escolar e para o desenvolvimento
pessoal, o que contribui para o fortalecimento da autoestima, do sentimento de pertencimento e da
vontade de permanecer na escola e concluir a educacdo basica.

A ideia que orienta o programa iniciou focada na recomposicdo das aprendizagens; isso significa
que o processo vai além de uma simples revisdo rapida de contetidos ja trabalhados anteriormente. O
objetivo é identificar quais conhecimentos fundamentais ndo foram devidamente consolidados ao
longo da trajetdria escolar e, a partir disso, reconstruir essa base de forma cuidadosa, respeitando o
ritmo e as necessidades de cada estudante. Esse trabalho busca uma compreensdo mais sélida dos
objetos de conhecimento, o fortalecimento das aprendizagens essenciais e a criacdo de condig¢des reais
para a progressdo escolar no Ensino Médio.

Entretanto, é importante destacar que, para além da recomposi¢do das aprendizagens, o
programa também considera os objetos de conhecimento cobrados em avaliacdes externas que
representam portas de acesso ao ensino superior e outras oportunidades. Exames como o ENEM e os
vestibulares exigem que o estudante domine determinados contetidos, habilidades e competéncias, e,
por esse motivo, o material pedagégico do programa foi pensado para articular a recuperagdo das
aprendizagens, sem perder de vista os objetos referentes aos anos que o aluno esta cursando. Dessa
forma, o estudante ndo apenas recupera o que ficou para tras, mas também amplia suas possibilidades.

Sob o olhar do estudante, o Programa de Correc¢do de Fluxo se consolida, portanto, como uma
verdadeira oportunidade de recomeco. Ele possibilita reconstruir a relacdo com a escola, resgatar a
confianca em si mesmo e compreender que aprender é possivel quando existem apoio, estratégias
adequadas e respeito as trajetdrias individuais. O sucesso do programa depende do envolvimento
conjunto da escola, dos professores e dos proprios estudantes, mas, para nds, ele representa algo
essencial: a chance de realinhar nossa trajetéria escolar, seguir em frente com mais seguranca e
acreditar que o futuro pode, de fato, ser diferente.



DIALOGO COM O ALUNO

Ei! Antes de qualquer outra mensagem, ou resolvermos a primeira equagdo, precisamos alinhar
uma coisa: este programa de correcdo de fluxo ndo é um castigo por vocé ter um fluxo escolar diferente.
Pelo contrario, ele é um atalho inteligente. Sabemos que o tempo € o seu recurso mais precioso agora, e
é por isso que ndo vamos perder tempo com contetidos que ndo te ddo um retorno real.

Neste material, selecionamos a dedo dois campos da Matematica que sdo verdadeiras poténcias
para o seu desenvolvimento cognitivo: a Andlise Combinatéria e a Trigonometria. Eles ndo foram
escolhidos ao acaso. Eles sdo uns daqueles campos chaves para quem pretende participar do ENEM, de
selecOes militares e, também, por sua capacidade de resolver problemas complexos na vida real.

Andlise Combinatodria: Muito Além de Contar Possibilidades

Muitas vezes, a escola ensina Matemdtica como se fosse uma série de regras isoladas. A Analise
Combinatéria quebra esse padréo. Ela é a ciéncia da tomada de decisdo estratégica.

Por que ela é essencial para vocé hoje?

No seu cotidiano, vocé é bombardeado por escolhas. A Combinatéria te ensina a organizar essas
escolhas. Quando estudamos o Principio Multiplicativo ou os Agrupamentos, ndo estamos apenas falando
de quantas combinagdes de senhas vocé pode criar. Estamos treinando o seu cérebro para:

e Identificar Padrdes de Organiza¢do: Como estruturar um problema para que ele ndo pareca um
caos?

e Planejamento Logico: Antes de fazer qualquer conta, vocé precisa entender a estrutura da
situagdo. Isso se chama "pensamento transversal”, que consiste em estimular a criatividade de
uma maneira metodoldgica e principalmente ampliando a criatividade. No futuro, vocé podera
usar essa organizacdo mental para redigir uma redagdo ou para planejar um negdcio proprio.

0 impacto nas suas avaliacdes (ENEM e Vestibulares):

Se vocé olhar nas provas de vestibulares, do ENEM e outros, nos ultimos anos, a Analise
Combinatdria é uma figurinha carimbada. Mas aqui esta o segredo: as questdes nao sao dificeis porque
exigem cdlculos absurdos (na verdade, as contas costumam ser simples multiplica¢des). Elas sdo
desafiadoras porque exigem interpreta¢do. Ao dominar essa unidade, vocé para de ter medo de
enunciados longos e comega a "ler” a légica por tras deles. Vocé ganha confianga porque entende o jogo.

2. Trigonometria: A Linguagem Secreta dos Ciclos e do Mundo

Se a Combinatoria organiza as suas escolhas, a Trigonometria te ajuda a entender muitas das
relagdes que movem o mundo. A primeira vista, fungdes seno e cosseno parecem abstratas, mas elas
estdo em quase toda a tecnologia que vocé usa.

0 que vocé realmente vai aprender aqui?

A natureza e as tecnologias sdo repletas de situacdes que ocorrem em ciclos: as marés, as fases
da lua, as ondas de radio do seu celular, o ritmo do seu coracdo no monitor de um hospital e até a
oscilacdo dos precos no mercado financeiro. A Trigonometria é a ferramenta que nos permite medir e
prever esses fendmenos periodicos.

e Visdo Multidimensional: Vocé vai aprender a ligar o desenho (0 grafico no plano cartesiano)
com a féormula (a dlgebra) e com a realidade (0 fendmeno). Isso desenvolve uma habilidade



chamada alfabetizagdo visual, que é entender o que um gréfico estd “gritando” para vocé sem
precisar ler o texto.

e Reconhecimento de Regularidades: Em um mundo saturado de dados, quem consegue
identificar o que se repete e prever o préximo passo tem uma vantagem competitiva enorme.

Por que ela é estratégica no seu curriculo?

A Trigonometria é o divisor de aguas nas provas de Ciéncias da Natureza e Matematica.
Entender o comportamento de uma onda sonora ou eletromagnética exige esse conhecimento. Ao
dominar as fungdes trigonométricas, vocé ndo esta apenas aprendendo Matemdtica; vocé estd
construindo a base para entender Fisica e Tecnologia.

A Ponte para o Sucesso: Recomposicao e Progressao

Eu sei que vocé pode estar pensando: "Mas e as lacunas que eu tenho de anos anteriores? Como vou
aprender Trigonometria se ainda me confundo com fragdes?".

Aqui estd a magica da nossa estratégia: N0s ndo vamos parar para fazer uma revisdo do
passado. Em vez disso, vamos usar a Combinatéria e a Trigonometria como ponte para praticar o que
ficou para tras.

e Pararesolver um problema de contagem, vocé vai praticar multiplica¢do e raciocinio logico.
e Paraentender o circulo trigonométrico, vocé vai revisitar, por exemplo, angulos, tridngulos, ou
entdo, o Teorema de Pitagoras.

Isso é o que chamamos de Recomposi¢do das Aprendizagens; vocé avanga no conteido do
Ensino Médio ao mesmo tempo em que fortalece sua base conceitual. E um processo eficiente porque
tudo o que vocé aprende tem uma aplicacdo imediata e um motivo claro de existir.

Este é o0 seu Compromisso com o Futuro

O livro do Programa de Corre¢do de Fluxo é mais do que um material didatico; é um pacto de
justica pedagogica. Vocé tem o direito de aprender o que € relevante e o que te faz crescer como cidaddo
critico.

Ao investir tempo nessas duas unidades, vocé esta dizendo para si mesmo que o seu futuro nédo
estd limitado pelo tempo que passou, mas sim pela estratégia que vocé adota agora. Estamos trocando a
memorizacdo vazia pelo pensamento de alto nivel.

Dica de ouro: Nao tente apenas "decorar” o que é um arranjo ou o que é um seno. Tente
entender a histéria que o problema esta contando. A Matematica é uma linguagem, e este
livro foi pensado para te ajudar a se tornar fluente nela.

Cada desafio que vocé resolver aqui é um tijolo a mais na construcdo da sua aprovacdo e da sua
carreira. O caminho é curto, o ritmo é acelerado, mas a direcdo é certeira. Vamos juntos transformar essa
trajetria?
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MAPA DE APRENDIZAGEM

Este mapa apresenta os objetivos de aprendizagem que orientam o desenvolvimento deste
capitulo, bem como as habilidades previstas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e pela Matriz
de Referéncia do Enem. Esses referenciais indicam os conhecimentos e as competéncias que serdo
mobilizados ao longo dos estudos, favorecendo o acompanhamento da aprendizagem e o alinhamento
entre os conteudos, as atividades e as formas de avaliacdo.

EXPECTATIVAS DE APRENDIZAGEM

PRE-REQUISITOS

e Identificar e representar matematicamente conceitos como par e impar, sucessor, antecessor e
outras relacdes numéricas simples.

e Compreender e utilizar a traducdo da linguagem natural para a linguagem matematica,
reconhecendo termos e expressdes usuais como dobro, terca parte, etc.

e Compreender e distinguir ordinalidade e cardinalidade, aplicando esses conceitos na organizacdo e
contagem de elementos.

e Interpretar e utilizar corretamente os conceitos de elementos e subconjuntos na representacao de
conjuntos.

e Identificar e distinguir contextos em que a contagem deve ser realizada por adi¢do, por
multiplicacdao ou por exclusdo de casos repetidos.

FATORIAL SIMPLES

e Compreender o conceito de fatorial, reconhecendo seu significado e suas propriedades basicas.

e Calcular fatoriais simples, aplicando corretamente a definicdo matemadtica.

ESTRATEGIAS DE CONTAGEM

e Compreender o Principio Fundamental da Contagem, reconhecendo situacdes em que se aplicam
os principios aditivo, multiplicativo e excludente.

e Resolver problemas de contagem utilizando adequadamente os principios aditivo e multiplicativo.

e Aplicar o principio excludente para evitar contagens excessivas, como por exemplo: em situacdes
que envolvem interse¢do de conjuntos.

e Analisar e validar os resultados obtidos em problemas de contagem, avaliando a coeréncia das
estratégias utilizadas.

e Compreender o conceito de permutacdo linear como arranjo de todos os elementos de um
conjunto.

e Resolver problemas que envolvam permutacdo linear simples, utilizando o fatorial como
ferramenta de célculo.

e Identificar corretamente o total de elementos e a quantidade de repeticdes de cada elemento
envolvida no problema.

e Reconhecer situa¢gdes-problema em que a repeticdo de elementos interfere na contagem total de
arranjos possiveis.
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e Compreender o conceito de permutacdo composta como a contagem do ndmero de formas
distintas de organizar todos os elementos de um conjunto quando hd elementos repetidos.

e Utilizar o fatorial e a férmula da permutacdo com repeticdo de maneira adequada na resolucéo de
problemas.

e Resolver problemas de contagem envolvendo permutacao composta, interpretando e validando os
resultados obtidos a luz do contexto apresentado.

e Identificar, em situacdes-problema, quando a ordem dos elementos € relevante (arranjos) ou ndo
relevante (combinagdes).

e Compreender e diferenciar os conceitos de arranjo simples e combinac¢do simples, reconhecendo o
papel da ordem na contagem.

e Utilizar corretamente as formulas de arranjos e combinagdes simples na resolugdo de problemas
de contagem.

e Interpretar e analisar os resultados obtidos em situacdes de contagem, avaliando a coeréncia das
solucdes.

HABILIDADES DE ACORDO COM A BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR (BNCC)

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos ordenaveis ou
ndo de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas,
como o diagrama de arvore.

HABILIDADES DE ACORDO COM A MATRIZ DE REFEENCIA DO ENEM

H2 — Identificar padrées numéricos ou principios de contagem.
H3 - Resolver situagdo-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

H4 — Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construc¢do de argumentos sobre
afirmacgdes quantitativas.

H5 — Avaliar propostas de intervenc¢do na realidade utilizando conhecimentos numéricos.
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ONTEXTUALIZACAQ E MOTIVACAO

ANALISE COMBINATORIA

Anadlise Combinatdria é o ramo da Matemadtica que estuda métodos de contagem, ou seja,
técnicas utilizadas para determinar quantas maneiras diferentes um determinado evento pode ocorrer,
sem a necessidade de enumerar todas as possibilidades. Em outras palavras, a andlise combinatdria
busca calcular o nimero de agrupamentos, arranjos ou selecdes possiveis de elementos de um conjunto,
considerando ou ndo a ordem dos elementos e a repeticdo entre eles.

A Andlise Combinatéria tem origem na necessidade humana de contar, organizar e classificar
possibilidades, surgindo de forma intuitiva em problemas praticos ligados a jogos, comércio e
organizagcdo social. Registros iniciais aparecem na Antiguidade, especialmente na India e na China, em
contextos relacionados a jogos de azar e agrupamentos numéricos. Um marco importante é o trabalho
do matematico indiano Pingala (século III a.C.), que, ao estudar padrdes ritmicos na poesia sanscrita,
desenvolveu ideias equivalentes ao sistema bindario e a estruturas semelhantes ao atual Triangulo de
Pascal.

Na Idade Média, a Andlise Combinatdria ganhou novo impulso no mundo isldmico e europeu,
principalmente associada ao estudo de jogos de azar. No século XVII, o tema se consolidou como drea
matematica com os trabalhos de Blaise Pascal e Pierre de Fermat, que investigaram problemas de
contagem e lancaram as bases da Teoria das Probabilidades. Pascal sistematizou coeficientes binomiais
por meio do tridngulo que hoje leva seu nome, ferramenta central para cdlculos combinatdrios.

Nos séculos XVIII e XIX, matemdticos como Leonhard Euler ampliaram significativamente a
area, conectando a Analise Combinatoria a 4lgebra, teoria dos grafos e funcdes geradoras. Ja no século
XX, o campo passou a ter aplicagdes diretas em estatistica, informatica, criptografia, genética e
pesquisa operacional, tornando-se essencial para o desenvolvimento da ciéncia e da tecnologia
modernas. Atualmente, a Andlise Combinatéria é ensinada na educagdo bdsica como instrumento
fundamental para o raciocinio légico, a resolucdo de problemas e a modelagem de situacdes do
cotidiano, em consonancia com as diretrizes da BNCC.

1. O Problema das Sete Pontes de Kénigsberg (Leonhard Euler)

Figura 1 - Artigo "Solutio problematis ad geometriam situs

Considerado o nascimento da Teoria dos pertinentis” (A solu¢do de um problema relacionado a

Grafos (um ramo essencial da combinatoria geometria de posicda), publicado por Leonhard Euler em
moderna), este diagrama ilustra o problema 1435

resolvido por Euler sobre se era possivel cruzar _ o _ o

todas as pontes da cidade sem repetir nenhuma. : S :mﬂ Commmsrat At S i PRI

O mapa esquematico mostra o rio Pregel e
as sete pontes de Konigsberg (atual Kaliningrado). A
analise de Euler sobre as conexdes (vértices e
arestas) lancou as bases da topologia e andlise
combinatoria de redes.

Fonte: Wikimedia Commons.

11



2. Dissertatio de Arte Combinatoria (Gottfried _ » L )

. . Figura 2 - Obra sobre Andlise Combinatdria, de Gottfried
Wilhelm Leibniz) Wilhelm Leibniz , Leipzig, 1666.
oLt

ARS COMBI.
NATORIA

Leibniz foi um dos primeiros a ver a |
combinatéria como uma ciéncia formal prépria, ndo ' 5
apenas como um auxilio para jogos ou calculos
aritméticos.

Pagina de rosto da dissertacdo onde Leibniz '
propde uma linguagem universal baseada em

EXISTENTIAL DEL,
o bl bz i s ki

combinagdes de conceitos basicos, antecipando a . R e
.. R . . I.Cl._lnn:::slun_mwm 2
l6gica moderna e a ciéncia da computagao. m |
Figura 3 - Parte da obra do palimpsesto de Fonte: Antiquariat INLIBRIS { AbeBooks.com.
Arquimedes, reproduzida entre os séculos X e .
XITEC! 3. 0 Stomachion de Arquimedes

Um dos problemas combinatérios mais antigos
conhecidos no ocidente, focado em geometria, o
Stomachion, era um quebra-cabeca de dissecgdo
(tangram grego) consistindo em 14 pecas. O objetivo era
determinar de quantas maneiras essas pecas poderiam
ser montadas para formar um quadrado. A resposta
(descoberta recentemente com uso de computadores) é

Fonte: National Geographic Portugal (2019) / 17152 Comblnagoes'
Foto: Christie's Images/Corbis.
Figura 4 - Manuscritos do Ars Magna (A Grande Arte),

. ,o. iniciado Ramon Llull Ita de 1305.
4. Rodas Combinatorias de Ramon Llull (Ars Magna) frciaco por Hamon parvoia ce

'r TS BV PTGV RA &V

Ramon Llull usou a combinatéria em um
contexto teoldgico e filoséfico, criando maquinas de
papel (volvelles) para combinar atributos divinos e
logicos. Diagramas circulares concéntricos que
podiam ser girados para alinhar diferentes letras e
conceitos, gerando todas as combinacdes possiveis
de argumentos ou atributos.

Fonte: Wikimedia Commons.
Figura 5 - Fssa imagem representa o Livro
“Tridngulo Aritmético” (Triangle - e . n . .
Arithmétique). 5. Ilustracdo histdrica do triangulo aritmético de Blaise Pascal

Pode aparecer em edi¢des de obras que mostram como o
triangulo foi representado em textos classicos do século XVIL

< s ) }

TRIANGVLYVS
ARITHMETICVS R
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CONCEITOS E RELACOES NUMERICAS BASICAS

1. De natureza ordinal

a) Sucessor: nimero imediatamente maior que um dado niimero.
Exemplo. Sucessorden: n +1

b) Antecessor: nimero imediatamente menor que um dado nimero.
Exemplo. Antecessor den: n — 1

c) Numeros consecutivos: niimeros que se seguem na sequéncia natural, diferindo de uma unidade.
Exemplo. A sequéncia7,8e9

d) Relagdes de ordem entre niimeros: Dados dois nimeros distintos em um mesmo conjunto numérico,
um nimero pode ser Maior do que (>), Menor do que (<), Maior do que ou igual a (2) ou Menor do que
ou igual a () outro nimero dado.

Exemplo: No conjunto dos nimeros naturais,
5>3 21<39 105 2105

2. Sobre propriedades dos niimeros naturais

e Numero par: nimero inteiro divisivel por 2 (Forma geral: 2k, com k € Z).
e Numero impar: nimero inteiro ndo divisivel por 2 (Forma geral: 2k+1,, comk € Z).
e Muiltiplo: nimero obtido pela multiplicacdo de um niimero inteiro por outro.
Exemplo: 12 é multiplo de 3 e 4, pois 3 x 4 = 12.
e Divisor: nimero que divide outro de forma exata.
Exemplo: 3 é divisor de 12, pois 12 + 3 = 4.

EXERCICIOS DE APRENDIZAGEM 1

Questdo 01: Considere o niimero 18 e responda as afirmacdes verdadeiras e F para as
com V para as afirmacdes que vocé julgar afirmacdes falsas.
verdadeiras e F para as falsas. a) (_ )24 éum namero par;
a) ( _)Epar, pois é divisivel por 2; b) ( _) Se chegar mais um livro, o total sera 25
b) () Eimpar, pois vem depois de um niimero (sucessor);

natural impar ¢) ( _) Se dois livros forem retirados, restardo
¢) (_ ) Seuantecessor € 17 e seu sucessor € 19; 22;
d) (_ )17 18 e 19 sdo nimeros consecutivos; d) (_ )atercaparte de 24 é 6;
e) (_ )18 é maior do que 15 e menor do que 20; e) (_) O dobro da quantidade inicial seria 48
f) (_ ) Odobrode18é 36 eametadeé9; livros;
g) (L )8édivisor de 18; f) (_) A metade da quantidade inicial seria 12
h) ()18 émultiplode2,3,6€9; livros;
i) () 9émuiltiplo de 18. g) () E possivel dividir igualmente entre 9

AVHEIVOVOVHYLENYDE pessoas;
h) (_) 24 é muiltiplo de 3, logo os livros podem

Questdo 02: Considere a frase “Uma biblioteca ser organizados em 3 prateleiras com 8
recebeu 24 livros novos” e responda com V para livros cada.

aV,hV,gV,d)EeV,f)V,g) Fh)V

13
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3. Tradugdo da Linguagem Natural para a Linguagem Matematica

Traduzir da linguagem natural para a matematica significa interpretar palavras e expressoes do
cotidiano e representa-las por simbolos, operagdes ou expressoes algébricas.

Exemplos: Algumas expressoes usuais
e Aexpressdo “amais” é traduzida como soma.
e Aexpressdo “a menos” é traduzida como subtragdo.

e Aexpressdo “dobro de uma quantidade'” significa multiplicar por 2: 2x.

e Aexpressdo “triplo de uma quantidade” significa multiplicar por 3: 3x.

X
e Aexpressdo “metade de uma quantidade” significa dividir por 2: DX
~ . . .o 0 . 0 x
e Aexpressdo “terca parte de uma quantidade” significa dividir por 3: EX
~ 2, . 4x
e A expressdo “quatro sétimos de uma quantidade” pode ser representada por -

Exemplo. Chamando de x a quantidade total de lampadas produzidas por uma indistria, qual a
expressdo matemadtica que representa a quantidade de lampadas defeituosas, correspondente a trés
quintos do total produzido?

Solugdo. A quantidade aqui é o total de lampadas, ou seja, x ; desta forma, com a expressdo “trés
3x

quintos”, temos que a quantidade de lampadas defeituosas é 5

EXERCICIOS DE APRENDIZAGEM 2

Questéo 01: “O dobro de um nimero mais 5 é igual a 21”
Traducdo matemadtica: 2.x + 5 = 21
2x=21-5
2x =16
X =16/2
x=8

Questdo 02: “O dobro da idade de Ana, junto a idade de Maria, sua irma de 5 anos, é 21.”
Traducdo matematica:

2A+5=21 .. A=8
Logo, Ana possui 8 anos

4. Cardinalidade x Ordinalidade

Cardinalidade: indica quantos elementos ha em um conjunto.
Responde a pergunta: Quantos?

SAO CONCEITOS
DIFERENTES, MAS , .4
FREQUENTEMENTE

USADOS JUNTOS.

T I
' O termo quantidade refere-se a um nimero que mensura idade, salario, grupo de pessoas, de animais ou de
objetos, producao, tempo, massa, volume, etc.

Ordinalidade: indica a posicao ou ordem de um elemento,
respondendo a pergunta: Qual a posicdo?

Exemplo. Numa chamada de sala hd 28 alunos e Jodo é 0 5° da
lista:




v “hda 28 alunos” - cardinalidade;
v “Jodo é 0 5° dalista” » ordinalidade.

Exemplo. Dentre os 25 corredores, Lando Norris dominou o GP de Sdo Paulo 2025 no autédromo de
Interlagos, vencendo a corrida sprint e a prova principal, crucial na disputa do titulo. Verstappen,

mesmo largando dos boxes, recuperou-se para terminar em 3° O evento consolidou o formato sprint,
com grandes disputas e forte presenca de publico.

v Cardinalidade > 25 corredores (quantidade). 2 :ﬂ‘;?,?.:j"gs'
CARDINAL OU ORDINAL?

v Ordinalidade - 3° lugar (posicdo).

Nenhum dos dois, pois 2025 esta sendo usado como marcador temporal (ano do
evento), identificagdo/calendario, ndo como quantidade (quantos?), nem como
posi¢do ou ordem (em que lugar?), ou seja, ndo indica cardinalidade (ndo esta
contando algo) e ndo indica ordinalidade (ndo esta classificando ou ordenando).

5. Elementos e subconjuntos na representacao de conjuntos
Conceitos:

= Elemento: cada objeto pertencente a um conjunto.

Notacdo: Se x é elemento de A, entdo x € A (Ié-se: x pertence ao conjunto A); se ndo é
elemento de A, entdo x ¢ A (1é-se: x ndo pertence ao conjunto A).

= Subconjunto: conjunto cujos elementos pertencem a outro conjunto.
- Notagdo: Se A e B sdo esses conjuntos e todo elemento de B é também elemento de A, entdo
B c A (lé-se: B esta contido em A); se pelo menos um elemento de B ndo é elemento de A,
entdo B¢ A (1é-se: B nio esta contido em A)

Esses conceitos sdo fundamentais para organizacdo, classificacdo e contagem.

Exemplo 1: Considere o conjunto A = {2, 4, 6, 8}

v Onuamero 4 é elementode A: 4 € A

v O conjunto B = {2, 6} é subconjuntode A:Bc A
v O numero 5 ndo pertencea A: 5 ¢ A

Exemplo 2: Se A representa os alunos de uma turma:
v Cada aluno é um elemento;

v 0 grupo de alunos que participa da olimpiada é um subconjunto da turma.

c
CONSTRUINDO.CONCEITOS g
C’

D L 4
FATORIAL SIMPLES —

Seja n um nimero inteiro ndo negativo. Definimos o fatorial de n (indicado pelo simbolo n!)
como sendo

n=n.n-1).0-2).-.4.3.2.1
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. Exemplo 1

a) 2!=2.1=2
b) 5'=5.4.3.2.1=120
© 4.3'=41=4.3.2.1=24

g 2 987654321
70 T 7654321

=98="72

45! 45441
© T T am -9

x+D (x+1)x!
x! - x!

f) =x+1

Observacdo: Por convengdo, paran = 0 teremos 0! = 1e, paran = 1teremos 1! = 1.

O valor 0! = 1 decorre do conceito de produto vazio (igual a 1) e da interpreta¢do combinatdria como o
| nimero de permutacgdes do conjunto vazio” (Graham, Knuth & Patashnik; Rosen).

Exemplo 2. (B]) Em uma escola publica, a
coordenagdo pedagdgica registra diariamente a
formacdo de grupos de alunos para atividades
extracurriculares. Em determinado dia, por
motivo de forca maior, decidiu-se nao formar
nenhum grupo, sendo necessario ainda assim
registrar essa decisdo no sistema.

Considerando que havia 6 alunos disponiveis, o
nimero de maneiras distintas de registrar a
escolha de nenhum aluno para a atividade é

Exemplo. (B]) Um pesquisador organiza arquivos
digitais contendo resultados de experimentos.
Cada arquivo corresponde a uma organiza¢ao
possivel dos dados coletados. Em um dia
especifico, nenhum dado foi coletado, resultando
em um arquivo vazio.

O nimero de maneiras distintas de organizar os
dados desse arquivo vazio € igual a

a O.

b 1L

183 ? ¢) indefinido.

J 6. d) maior que’l.

d) ol e) igual ao numero de experimentos.
e) depende do numero de alunos. Solugio: [B]
Mesmo sem dados, existe uma tnica
configuracgdo possivel: o arquivo vazio.
Matematicamente, isso corresponde a 0! = 1.

Solucao: [B]

Registrar “ndo escolher ninguém” é escolher O
elementos de um conjunto com 6, isto é, 1 s
forma.

DUPLO FATORIAL

Utilizando exemplos
numericos, verlfque
para n>1, que nl!é

O produto de todos os inteiros de 1 até algum inteiro diferente de (a1l

ndo negativo n que tem a mesma paridade de n é chamado
de duplo fatorial ou semifatorial de n, e é denotado por n!!.

i. SenforPAR, entdo: n!! = n.(n — 2).(n — 4). -+ .4.2
Ex.: 8!l =8.6.42 =384

ii. Senfor IMPAR, entdo: n!! = n.(n — 2).(n — 4). --- 3.1
Ex.: 7!l =75.3.1 =105

CURIOSIDADE

O semifatorial é uma ferramenta matemadtica essencial para simplificar calculos em contextos onde a
variagdo ocorre de dois em dois passos, sendo utilizado na combinatdria para determinar o nimero de
maneiras de organizar elementos em pares perfeitos, na Estatistica para calcular os momentos de uma
distribuicdo normal e na Fisica Quantica para normalizar funcées de onda. Além disso, ele desempenha
um papel crucial no cdlculo integral, especialmente nas Integrais de Wallis, e na geometria avancada
para definir o volume de hiperesfera em multiplas dimensdes, servindo como um "atalho” elegante para
férmulas que, de outra forma, seriam extremamente extensas e complexas.



PRINCIPIOS DA CONTAGEM

Se determinado acontecimento ocorre em k etapas diferentes, e se a primeira etapa pode ocorrer
de k; maneiras diferentes, a segunda de k, maneiras diferentes, e assim sucessivamente, entdo o
numero total T de maneiras de ocorrer o acontecimento é dado por

I. Principio Aditivo (ou )

Se um evento pode ocorrer de duas ou mais maneiras diferentes, e essas maneiras sdo
mutuamente exclusivas (ou seja, ndo acontecem ao mesmo tempo), entdo o numero total de
possibilidades é a soma das possibilidades de cada caso.

T=k +k, +k;+..+k,

Obs.: O principio aditivo s6 pode ser usado quando nédo ha sobreposicdo entre os casos e, se houver
elementos em comum, € necessario ajustar a contagem (evitar contar duas vezes).

Exemplo: (B]) Durante a Semana Cultural, uma escola organizou diferentes oficinas para seus alunos.
Ao todo, foram disponibilizadas 5 oficinas de teatro, 7 de musica e 8 de artes visuais. Cada estudante
pode se inscrever em apenas uma dessas atividades.

Considerando essa situag¢do, o nimero total de escolhas possiveis para um aluno é
a)o. b) 14. c) 20. d) 30. e) 120.

Solucao: [C]
O aluno deve escolher uma unica oficina entre teatro, musica ou artes visuais. Como se trata de
alternativas (teatro ou musica ou artes), aplicamos o Principio Aditivo

5+7+8=20

II. Principio Multiplicativo ou Principio Fundamental da Contagem (e )

Se um evento é realizado em etapas sucessivas e independentes, entdo o nimero total de
possibilidades é o produto do nimero de op¢des em cada etapa.

T:kl'kz'kg'...'kn

Exemplo: (BJ) Mariana abriu o guarda-roupas para se arrumar. Observando as possibilidades, ela
constatou que ha disponivel 2 calcas, nas cores preto e azul, e 3 blusas, nas cores verde, branco e
marrom, por estar indecisa, Mariana decide analisar todas as combinacdes possiveis de 1 cal¢a e 1 blusa.

De quantas maneiras diferentes Mariana pode se vestir?
a)3 b) 5 c) 6 d) 8 €9
Solucao: [C]

ARVORE DE POSSIBILIDADES: ESCOLHA DE ROUPAS

2" ESCOLHA: BLUSA COMBINAGAO FINAL: PARES RESULTANTES

(
— m BLUSA VERDE (V) -—-E'L{k V): Calga Azul, Blusa Verde ]

1* ESCOLHA: CALGA

— n CALGA AZUL (A) 4 BLUSA BRANCA (B) [ (A, B): Calga Azul, Blusa Branca ]
{ m BLUSA MARRDM (M) *{ (A, M): Calga Azul, Blusa Marrom ]

|
J

INiCI0:
ESCOLHA SUA -4
COMBINACAQ

2" ESCOLHA: BLUSA COMBINAGAD FINAL: PARES RESULTANTES

|
—i m BLUSA VERDE (V) —-.‘[ (P, V): Calga Preta, Blusa Verde }

2* ESCOLHA: CALGA

n CALGA PRETA (P) < BLUSA BRANCA (B) [ (P, B): Cal;a Preta, Blusa Branca ]
A=pAzul

P=FPreta )
V=Verde |
B=Branca - ‘ BLUSA MARROM (M) (P, M): Calca Preta, Blusa Marrom

M=Marrom

Cores: 2 Cores: 3 Resultados:2x3 =6
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ITII. Inclusdo /Exclusdo (+/—)

Ao somar as cardinalidades de A e B temos um
numero maior que a cardinalidade da unido, ja que
estamos somando a interseccdo duas vezes, sendo
assim é necessario subtrai-la para termos o resultado

correto.

n(A u B) =n(A) + n(B) — n(A N B)

Exemplo: Em uma feira de tecnologia do ensino médio, cada estudante deve montar um “kit de

apresentacdo” composto por

1 camiseta personalizada, optando entre:
- 4 modelos com tema de Robdtica;
- 3 modelos com tema de Programacao.

1boné personalizado, podendo escolher entre:
- 2 modelos com tema de Robdtica;
- 2 modelos com tema de Programacao.

Alguns modelos possuem tema hibrido (Robdtica e Programagdo ao mesmo tempo), como 1

modelo de camiseta e 1 modelo de boné.

A organizacdo deseja saber de quantas maneiras diferentes um estudante pode montar seu kit
escolhendo ao menos um item exclusivamente de Robdtica (ou seja, ndo hibrido e ndo apenas de
Programacdo). O niimero de maneiras distintas de montar o kit atendendo a condi¢do proposta é

a) 20. b)22. €)23.

Solucado: [C]
Vamos ao total de possibilidades, sem restricao

d)24. e)2

» Camisetas: 3 exclusivamente de Robotica, 1 hibrida e 3 exclusivamente Programacao, perfazendo

assim um total de 7 camisetas

= Bonés: 2 exclusivamente de Robética, 1 hibrido e 2 exclusivamente Programacao, perfazendo assim

um total de 5 bonés
Total geral: 7x5 = 35

Agora, nao exclusivamente robdtica

* Camisetas: 3 Programacao e 1 hibrida, perfazendo assim um total de 4 camisetas
= Bonés: 2 Programacao e 1 hibrido, perfazendo assim um total de 3 bonés

Total restrito: 4x3 =12

Logo, pelo principio da inclusao e exclusdo (PIE), temos
35 — 12 = 23 formas de montar o kit

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Questdo 1. (BJ) Em uma feira gastrondmica, apos
realizar sua refeicdo, o visitante tem direito a
escolher apenas uma sobremesa. Estdo
disponiveis 7 tipos diferentes de sorvete, 3
variedades de pudim e 2 op¢des de mousse.

O numero total de maneiras distintas de escolher
essa sobremesa é
a7 b) 10. c) 12.

Solucao: [C]
O visitante escolhera uma sobremesa, podendo
ser sorvete, pudim ou mousse. Como é uma
escolha alternativa

7+3+2=12

d) 21. e) 42.

Questdao 2. (BJ) Uma biblioteca comunitaria
permite que cada leitor retire apenas um livro por
vez. No momento, encontram-se disponiveis 8
exemplares de literatura brasileira e 5 exemplares
de literatura estrangeira para empréstimo
imediato.

Quantas possibilidades distintas de escolha
existem para o leitor?
a3 b) 5 08 d)13 e) 40

Solucao: [D]
O leitor pode escolher um livro brasileiro ou um
livito estrangeiro. Como as opgdes sao
excludentes

8+5=13



Questao 3. (B]) Uma empresa abriu processo
seletivo para jovens aprendizes, oferecendo vagas
em trés setores distintos. Sdo 6 vagas para
programacdo, 4 para suporte técnico e 5 para o
setor administrativo. Cada candidato pode se
inscrever para concorrer a apenas uma dessas
areas.

O numero total de possibilidades de inscricdo
para um candidato é
a) 4. b) 15. 0) 30. d) 60. e) 120.
Solucao: [B]

O candidato pode optar por programacao, suporte
ou administrativo. Aplicando o Principio Aditivo

6+4+5=15

Questdo 4. (BJ) Durante um festival estudantil, os
alunos podem participar de apenas uma
atividade competitiva. As opg¢des incluem 3
modalidades de esportes coletivos, 4 tipos de
jogos de tabuleiro, 5 desafios matematicos e 2
apresentacdes musicais.

O total de escolhas possiveis para um estudante é
a) 12. b) 14. C) 24. d) 48. e) 60.
Solucdo: [B]
O estudante deve escolher uma atividade entre
quatro categorias possiveis. Como a escolha é
alternativa

3+4+5+2=14

Questdo 5. (BJ) Uma universidade promove, no
inicio do ano letivo, uma Semana de Integragdo
destinada aos novos estudantes. Durante o
evento, sdo oferecidas atividades -culturais e
académicas distribuidas em quatro grandes
areas: Linguagens, Ciéncias Humanas, Ciéncias
da Natureza e Matematica.

Na area de Linguagens, estdo disponiveis &4
oficinas distintas; em Ciéncias Humanas, ha 5
mesas-redondas tematicas; em Ciéncias da
Natureza, sdo oferecidos 3 mini cursos
experimentais; e na area de Matemadtica, estdo
disponiveis 6 desafios 16gicos diferentes.

Cada estudante inscrito pode participar de
apenas uma atividade durante o turno da manhg,
devendo escolher uma tnica opg¢do dentre todas
as oferecidas.

Considerando que um estudante participara de
somente uma atividade, o numero total de
escolhas possiveis é
a) 360. b) 120. C) 72.

d) 24. e) 18.

Solucdo: [E]
O estudante deve escolher uma Unica atividade,
podendo optar por:

uma das 4 oficinas de Linguagens,

ou uma das 5 mesas-redondas de Ciéncias
Humanas,
ou um dos 3 mini cursos de Ciéncias da
Natureza,
_ouum dos 6 desafios de Matematica.
As opg¢des sdo alternativas (ocorre uma ou outra),
portanto aplicamos o Principio Aditivo
4+5+3+6=18

Questao 6. (Ufrgs) Tomando os algarismos
impares para formar numeros com quatro
algarismos distintos, a quantidade de nimeros

divisiveis por © que se pode obter é
a)12. b)la C) 22. d) 24.

Solucao: [D]
Como os numeros devem ser divisiveis por 5, o
ultimo algarismo deve ser 5.
Entdo devemos formar numeros com 3
algarismos distintos escolhidos dentre os
numeros do conjunto {1, 3, 7, 93.
Assim, pelo principio multiplicativo, temos
4.3.2=24
Questdo 7. (Enem (Libras)) O Codigo de
Enderecamento Postal (CEP) é um cddigo
numérico constituido por oito algarismos. Seu
objetivo é orientar e acelerar o encaminhamento,
o tratamento e a distribuicdo de objetos postados
nos Correios. Ele estd estruturado segundo o
sisterna métrico decimal, sendo que cada um dos
algarismos que o compdem codifica regido,
sub-regido, setor, subsetor, divisor de sub setor e
identificadores de  distribuicdo = conforme
apresenta a ilustracao.

UL

e) 26

[dentificadores de distribuicio (sufixo)
Divisor de: subsetor

Subsetor

Setor

Subr-regiao

Regido 1

O Brasil encontra-se dividido em dez regides
postais para fins de codificacdo. Cada regido foi
dividida em dez sub-regides. Cada uma dessas,
por sua vez, foi dividida em dez setores. Cada
setor, dividido em dez subsetores. Por fim, cada
subsetor foi dividido em dez divisores de
subsetor. Além disso, sabe-se que os trés dltimos
algarismos apds o hifen sdo denominados de
sufixos e destinam-se a identificacdo individual
de localidades, logradouros, codigos especiais e
unidades dos Correios.
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A faixa de sufixos utilizada para codificacdo dos
logradouros brasileiros inicia em 000 e termina
em 899.

Disponivel em: www.correjos.com.br Acesso em: 22 ago. 2017 (adaptado).

Quantos CEPs podem ser formados para a
codificagdo de logradouros no Brasil?

a) 5.0 + 9.10? d) 9.10°
b) 10° + 9. 102 e) 9.107
¢) 2.9.107

Solucdo: [E]
Pelo Principio Multiplicativo, segue que o
resultado é 10.10.10.10.10.900 = 9.10".

Questdo 8. (Uece 2017) Quantos niimeros inteiros
positivos pares, com trés digitos distintos,
podemos formar com os algarismos 3, 4, 5, 6 e 7¢

a) 24 b) 28 c) 32 d) 36 e) 40
Solucao: [A]
Para a Uultima casa decimal, temos 2

possibilidades (4 ou 6), jd que o nimero € par.
Como o numero é formado por algarismos
distintos, temos 4 possibilidades para a primeira
casa decimal e 3 possibilidades para a segunda
casa decimal. Portanto, o total de numeros
inteiros positivos que podemos formar sera dada
por
4.3.2=24

Questdo 9. (Upf) As portas de acesso de todos os
quartos de certo hotel sdo identificadas por meio
de nimeros impares formados com 3 elementos
do conjunto S = {3, 4 5, 6, 7, 8. Nessas
condi¢des, é correto afirmar que o nimero
maximo de quartos deste hotel é
a)18. b)27 ©90. d)108.

Solucao: [D]
Opgodes (op) = {3, 4,5, 6,7, 8}

0p; Opy Op3

e) 216.

Terminar com 3, 5 ou 7 (n° impares)
Total de 6. 6 . 3 = 108 possibilidades

Questao 10. (Fac. Albert Einstein - Medicina) Um
patrdo tem 6 tarefas diferentes para serem
distribuidas entre 3 empregados. Ele pode
delegar todas elas a um sé empregado, ou delegar
apenas para alguns, ou ainda garantir que cada
empregado receba pelo menos uma tarefa.

O ndmero de maneiras distintas de distribuir
essas tarefas é
a)639. b)714. ) 729.

d) 864. e)910.

Solucao: [C]

Como cada tarefa pode ser distribuida de trés

modos distintos, podemos concluir, pelo

Principio Multiplicativo, que o resultado é
3.3.3.3.3.3=729

Questao 11. (Pucsp) Uma pessoa dispde das
seguintes cores de tinta: amarela, azul, verde,
vermelha e branca, e ird utiliza-las para pintar
um pote. Nesse pote serdo pintadas a tampa, a
lateral e uma lista na lateral, de modo que a
tampa e a lateral poderdo ter a mesma cor ou
cores diferentes.

O nimero de maneiras distintas de pintar esse
pote é
a)100. b)80. <¢)60. d)z0. e)20.

Solucao: [A]

Pelo enunciado pode-se deduzir que a cor da
listra e a da lateral precisam ser diferentes para
que a lista seja visivel. Assim, a listra s6 precisa
ser de uma cor distinta da cor da lateral, logo as
possibilidades sdo: 5 possibilidades de cor na
tampa, 5 possibilidades de cor na lateral e 4
possibilidades de cor na lista. Pelo Principio
Fundamental da Contagem, tem-se

5.5.4 =100 possibilidades

Questdo 12. Em uma civiliza¢do antiga, o alfabeto
tinha apenas trés letras. Na linguagem dessa
civilizacdo, as palavras tinham de uma a quatro
letras.

Quantas palavras existiam na linguagem dessa

civilizagdo?

a4 bl2 16 d)40 e)120

Solucao: [E]

Como as palavras tém até quatro letras temos a

seguinte situacdo: palavras com uma, duas, trés

ou quatro letras. Logo
3+(3x3)+(Bx3x3)+(Bx3x3x3)=120

Questao 13. Uma escola realizou uma pesquisa
com 200 alunos do ensino médio para identificar
o interesse em participar de trés clubes
extracurriculares: Clube de Matematica, Clube de
Fisica e Clube de Robdtica.

Os resultados mostraram que 90 alunos
demonstraram interesse pelo Clube de
Matematica, 80 pelo Clube de Fisica e 70 pelo
Clube de Robdtica. Verificou-se ainda que 40
alunos tém interesse simultaneo em Matematica
e Fisica, 30 em Matemadtica e Robética, e 25 em
Fisica e Robotica. Além disso, 15 alunos
manifestaram interesse pelos trés clubes.

Sabendo que todos os alunos pesquisados
manifestaram interesse em pelo menos um



desses clubes, o numero de alunos que
demonstraram interesse exclusivamente por
apenas um dos clubes é
a)65. b)75. ¢)8. d)95. e)105.
Solucgdo: [D]

90 + 80 + 70 = 240

Subtraindo as intersec¢ées duplas:

Logo, o total correto da unido é 160 alunos.

Isso mostra que 40 alunos ndo demonstraram
interesse por nenhum clube, embora o total
pesquisado seja 200.

Agora vamos calcular os que tém interesse
exclusivamente em apenas um clube.

Apenas Matemadtica: 90 — 40 — 30 + 15 = 35

240 - (40 + 30 + 25) = 240 — 95 = 145 Apenas Fisica: 80 — 40 — 25 + 15 = 30

Apenas Robética: 70 — 30 — 25 + 15 = 30

Somando a intersecado tripla: Somando: 35 + 30 + 30 = 95

145 + 15 =160

PERMUTACOES SIMPLES (ou LINEAR)

Permutacdes simples de n elementos distintos sdo os agrupamentos formados com todos os n
elementos e que diferem uns dos outros pela ordem de seus elementos. O nimero total de permutacdes
simples de n elementos distintos é dado por n!, isto é,

P,=n!

Demonstracao

Considere a construcdo de uma ordenacéo preenchendo sucessivamente as posicoes.

' Primeira posicao

Para a posicao 1, qualquer um dos n elementos disponiveis podem ser escolhido.
Logo, existem n possibilidades.

Segunda posicao

Apos escolher o primeiro elemento, restam r1 — 1 elementos disponiveis.
Assim, existem 1 — 1 possibilidades para a segunda posic3o.

Escolhidos dois elementos, restam n — 2 elementos.
Logo, existem n — 2 possibilidades para a terceira posicio.

; Aplicacao do Principio Fundamental da Contagem

Pn=n-(n-1)-(n-2)----2-1

Continuacao do processo.

Por definicao, esse produto é o fatorial de n:
— quarta posicao — n—3 escolhas;

Pn=n!
| — peniiltima posicio — 2 escolhas;
| — ultimaposicio — 1 escolha. =

Fonte: Gerado no ChatGPT

Exemplo 1: Com os elementos A, B, C quais sdo as possiveis permutacdes?
Solucao:
ABC, ACB, BAC, BCA, CAB e CBA.

Exemplo 2: (Enem digital) Eduardo deseja criar um e-mail utilizando um anagrama exclusivamente
com as sete letras que compdem o seu nome, antes do simbolo @.

O e-mail terd a forma ****¥** @site.com.br e sera de tal modo que as trés letras “edu” aparecam sempre
juntas e exatamente nessa ordem.

Ele sabe que o e-mail eduardo@site.com.br ja foi criado por outro usuario e que qualquer outro
agrupamento das letras do seu nome forma um e-mail que ainda ndo foi cadastrado.

De quantas maneiras Eduardo pode criar um e-mail desejado?

a) 59 b) 60 c) 118 d) 119 e) 120
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Solucgdo: [D]
O ntimero de anagramas em que as letras “edu” estejam juntas e nessa ordem é dado pela permutagdo
das 4 letras com o bloco composto pelas trés letras que devem permanecer juntas, ou seja,

P,=5!=5.4.3.2.1=120
Descontando a sequéncia “eduardo”, teremos 120 — 1 = 119 maneiras

PERMUTACOES COM ELEMENTOS REPETIDOS (ou COMPOSTA)

Dado um conjunto com os elementos x , x, x., .., ¥, , de maneira que x aparece R, vezes entre os

g
elementos do conjunto, x, aparece R, vezes, x, aparece R, vezes, ..., x, aparece R vezes, totalizando n

elementos ao todo. O total de permutacdes possiveis para esses elementos é dado por

pRiRzRs-Ric _ n!
A Rq!-Rz!- Rzl Ry!

Demonstracdo. Considere um conjunto com n elementos no total, com elementos aparecendo uma ou
mais vezes no conjunto. Suponha que

R, elementos de um tipo;

R, elementos de outro tipo;

R; elementos de outro tipo;

Ry elementos de outro tipo.

Demodoque:R +R, +R,+ ..+ R =n.

Ideia inicial

Se todos os elementos fossem distintos, o nimero de ordenac¢des possiveis seria n!, pois existem
n escolhas para a primeira posi¢do, n — 1 para a segunda, e assim sucessivamente.

Problema causado pelas repeticoes

Quando existem elementos iguais, muitas dessas ordenacdes contadas em n! sdo
indistinguiveis, pois trocar elementos iguais ndo produz uma nova ordenagdo. Assim, o valor n! realiza
uma contagem em excesso das permutagoes.

Correcgao da contagem

Considere os R; elementos de um mesmo tipo. Entre si, eles podem ser permutados de R,/
maneiras, sem alterar a ordenacédo observavel.

Logo, cada agrupamento foi contado R,! vezes a mais. Da mesma forma

os R, elementos iguais podem ser trocados de R,! maneiras;
o0s R, elementos iguais podem ser trocados de R;! maneiras;

os R, elementos iguais podem ser trocados de R,! maneiras.

Assim, o nimero de permutagdes distintas é contado R! - R,! - R;! --- R,! vezes a mais.

Numero correto de permutagoes

Para eliminar essa contagem em excesso, dividimos n! por esse produto:



R, R R, ..R nl

p — !
n R1!~R2!~R3!---Rk!

Exemplo 1: (Ufms) O Sr. Asdrtbal se preocupa muito com a seguranc¢a na internet, por isso troca
mensalmente a senha de seu correio eletronico. Para ndo esquecer a senha, ele utiliza o ano de
nascimento de seu gato e a palavra pet para formar sua senha, totalizando 7 caracteres. No momento de
alterar a senha, ele apenas inverte a ordem da palavra e dos ndmeros.

Sabendo que o gato nasceu no ano de 2009 e que as letras da palavra pet sao mantidas juntas e nessa
mesma ordem, quantas senhas distintas o Sr. Asdrtibal consegue formar?

[PIE|T[2]0[0]9]

a) 5040 b) 72 c) 720 d) 120 e) 60

Solucdo: [E]
Considerando as letras da palavra pet como uma unica letra, o resultado corresponde ao nimero de
permutacdes de cinco objetos nem todos distintos, ou seja,

|
p{?) = ' 60.
2!

Exemplo 2: (Imed) Desenvolvido em 1835, pelo pintor e inventor Samuel Finley Breese Morse, o C6digo
Morse é um sistema bindrio de representacdo a distancia de numeros, letras e sinais graficos,
utilizando-se de sons curtos e longos, além de pontos e tragos para transmitir mensagens. Esse sistema
é composto por todas as letras do alfabeto e todos os niimeros. Os caracteres sdo representados por uma

combinacdo especifica de pontos e tracos [...]
Fonte: FRANCISCO, Wagner de Cerqueria e. “Cédigo Morse”: Brasil Escola.
Disponivel em <http://brasilescola.uol.com.br/geografia/codigo-morse.htm>. Acesso em 03 de outubro de 2017.

Considerando o exposto no texto e um conjunto de sinais composto de 2 tracos e 3 pontos, quantas
mensagens podem ser representadas usando todos os elementos do conjunto?

a) 10 mensagens ) 30 mensagens e) 200 mensagens

b) 20 mensagens d) 120 mensagens

Solucdo: [A]

A questdo ndo é muito clara no enunciado, pois “mensagens” poderia ser entendido como formagcao de
palavras/nimeros. Assim, seria necessario primeiro verificar quantas letras e/ou niimeros podem ser
escritos com 2 tracos e 3 pontos. Como ndo sdo todas as combinacdes de simbolos que possuem
significado no Cédigo Morse, essa interpreta¢do torna a questao sem resolugao.

Assim, a solucdo alternativa seria verificar quantas representagdes graficas seria possivel fazer com 2
tracos e 3 pontos. Trata-se de um problema de permutag¢ao com repeticdo.
Calculando

32 5! 5.4
a2

OBSERVAGCAO

Denomina-se ANAGRAMA a toda sequéncia de letras (ou de simbolos) formada pela reorganizagdo das
letras de uma palavra dada, utilizando todas as letras, podendo ou ndo formar uma palavra com sentido
na linguagem comum.

Um anagrama corresponde a uma permutacdo das letras de uma palavra.
Se a palavra possuir
n letras todas diferentes, o niimero de anagramas é: n!

n letras, sendo n;, n,, n;, ..., n, as quantidades de que cada letra aparece, entdo:
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Exemplos 1: De quantas maneiras distintas, podemos obter uma sequéncia de anagramas utilizando as

letras da palavra AMOR?

Solucdo:

Ha 4 letras disponiveis, sendo todas distintas, logo P, = 4! = 24 anagramas.
(Possibilidades: AMOR, ROMA, MORA, OMAR, RAOM, ...)

Exemplos 2: De quantas maneiras distintas, podemos obter uma sequéncia de anagramas utilizando as

letras da palavra BALA?

Solucdo:

. . 2
Ha 4 letras disponiveis, sendo duas delas repetidas: P4 = 4!/2! = 24/2 = 12 anagramas.

(Possibilidades: BALA, ALAB, BLAA, AALB, ABLA, ..)

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Questao 1. (Fmp) A figura abaixo mostra o
desenho de uma van. O lugar do motorista esta
assinalado com M e os lugares dos passageiros
sdo os quadradinhos sombreados.

EE Wl
EE g
Cl

HEE

A van esta, inicialmente, vazia e Bruno e Ana
serdo os primeiros a entrar. Eles desejam sentar
juntos (um ao lado do outro), mas Ana ndo quer
ficar ao lado do motorista.

Considerando esse contexto, de quantas maneiras
esse casal pode se sentar nessa van?

a) 6 c) 30 e) 15
b) 14 d) 7

Solucao: [E]

O nimero de possibilidades é dado por:
1 +2. 2.2 +3:2 =1+8+6=15 maneiras

= —_— —_—
a 2e3? 4a
fileira fileiras fileira

Questdo 2. (Unicamp) Cinco pessoas devem ficar
em pé, uma ao lado da outra, para tirar uma
fotografia, sendo que duas delas se recusam a
ficar lado a lado.

O numero de posicoes distintas para as cinco
pessoas serem fotografadas juntas é igual a
a) 48. b) 72 ) 96 d) 120

Solucdo: [B]

As cinco pessoas podem ser fotografadas de P; =
5! = 120 maneiras. Dentre estas, as duas pessoas
que se recusam a ficar lado a lado podem
aparecer juntas de P, - P, = 4! - 2! = 48 modos.
Portanto, segue que a resposta é

120 — 48 = 72.

Questao 3. (Acafe) Um grupo de seis amigos,
sendo dois meninos e quatro meninas, estdo
comemorando a formatura do Ensino Médio. O
fotégrafo solicitou ao grupo que se sentasse em
um banco de seis lugares e que os meninos se
sentassem nas extremidades do banco.

Com essa configuracdo, o nimero de maneiras
distintas que o grupo pode se sentar é de:

a) 720 b) 24 C) 48 d) 120

Solucao: [C]

Existem duas escolhas para a primeira
extremidade e uma escolha para a segunda
extremidade. Ademais, as meninas podem ser
dispostas de P, = 4! = 24 maneiras.

Portanto, pelo Principio Multiplicativo, segue que
aresposta é

2-1-24=48.

Questdo 4. (S1 - ifce) Listando todos os
anagramas da palavra NATURAL e excluindo
aqueles em que as letras T, U e R aparecem juntas,
em qualquer ordem, sobram

a) 2 520 palavras. d) 1860 palavras.
b) 2 480 palavras. e) 1385 palavras.
) 2160 palavras.

Solucao: [C]

Calculando, inicialmente, o numero de
anagramas da palavra NATURAL
!
p2 - _ 2500,
2!

Calculando, agora, o nimero de anagramas da
palavra NATURAL em que as letras TUR
aparecem juntas.



!
P2.P, = .31 = 360.
2!

Portanto, listando todos os anagramas da palavra
e excluindo aqueles em que as letras aparecem

juntas, em qualquer ordem, sobram

2520 — 360 = 2160.

Questdo 5. (Uemg) Em uma apresentacdo na
escola, oito amigos, entre eles Carlos, Timoéteo e
Joana, formam uma fila.

Calcule o nimero de diferentes formas que esta
fila de amigos pode ser formada de modo que
Carlos, Timoteo e Joana fiquem sempre juntos.

a) 8! o) 6!.3!

b)5!. 3! d) 8!.3!

Solucao: [C]

Carlos, Timéteo e Joana podem ser considerados
um unico bloco, portanto tem-se permutacdo de
6 “blocos”. Porém os trés amigos também podem
ser permutados entre si. Portanto, o nimero de
diferentes formas que esta fila de amigos pode
ser formada é de

6! - 3!

Questdo 6. (Espm) A senha bancaria da dona
Maria era 753213 seguida pelas letras D, D e B,
nessa ordem. Acontece que ela so se lembrava da
parte numeérica, esquecendo-se completamente
da sequéncia de letras. A caixa eletronica
apresentou os 4 botdes mostrados na figura
abaixo, que ela deveria pressionar exatamente 3
vezes, podendo repeti-los, um para cada letra da
senha.

|ABC| [BCD| [CDE| [DEF]

Se ela fizer as escolhas aleatoriamente, a
probabilidade de acertar a senha sera:

a) 3—92 ) % e 13_6
ARRANJOS SIMPLES

Dado um conjunto com n elementos, chama-se arranjo simples de taxa k (com k < n), a todo
agrupamento de k elementos distintos dispostos numa certa ORDEM. Dois arranjos diferem entre si,

Solucao: [A]
12 letra = possibilidades de acerto:
BCD; CDE e DEF = 3 possibilidades

22 letra = possibilidades de acerto:
BCD; CDE e DEF = 3 possibilidades

32 letra = possibilidades de acerto:
ABC e BCD = 2 possibilidades

3-3-2 18 9

P =217 32

Questdo 7. (Fac. Albert Einstein - Medicina) Oito
adultos e um bebé irdo tirar uma foto de familia.
Os adultos se sentardo em oito cadeiras, um
adulto por cadeira, que estdo dispostas lado a lado
e 0 bebé sentara no colo de um dos adultos.
O ntimero de maneiras distintas de dispor essas 9
pessoas para a foto é
a) 8- 8! b) 9!
Solucao: [A]
Existem Py = 8! maneiras de acomodar os adultos
e 8 maneiras de escolher o colo em que se sentara
o bebé. Portanto, pelo Principio Multiplicativo,
segue que a resposta é

8- 8l

©9-8 d) 8°

Questdao 8. (Upf) Na figura a seguir, as linhas
horizontais e verticais representam ruas e os
quadrados representam quarteirdes.

B

A

A quantidade de trajetos de comprimento
minimo ligandoAaB é

a) 40 320. c) 256. e) 56.
b) 6 720. d) 120.
Solucao: [E]
pags... __ N ps3 _ 8! _
n alp!el... 8 513l

pela ordem de colocagdo dos elementos. Assim, no conjunto E = {a, b, c}, teremos:

a) arranjos de taxa 2: ab, ac, bc, ba, ca, cb.
b) arranjos de taxa 3: abc, acb, bac, bca, cab, cba.
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Representando o nimero total de arranjos de n elementos tomados k a k por A, ou A:, teremos a
seguinte férmula:
n!

4= m-n

Imagine escolher k itens de n itens e organiza-los em ordem:
Posicdo 1: n escolhas possiveis
Posicdo 2: (n—1) escolhas possiveis
Posicdo 3: (n—2) escolhas possiveis

Posicao k: (n—k+1) escolhas possiveis

Pelo principio fundamental da contagem, o arranjo & obtido por
An,k)=nx(n-1)x(n-2) x..x(n—k+1)
Multiplicando o numerador e o denominador por (n—k)!:
nx(n-=1)x..x(n-k+1) x (n—k)!
Ak = 1200 (n(—k)! ——
_n_
(n—k)! f

A(n, k) =

OBSERVACAO ( Verifique )
Acn=nl =P,

Exemplo 1: (Enem PPL) Um determinado campeonato de futebol, composto por 20 times, é disputado
no sistema de pontos corridos. Nesse sistema, cada time joga contra todos os demais times em dois
turnos, isto é, cada time joga duas partidas com cada um dos outros times, sendo que cada jogo pode
terminar empatado ou haver um vencedor.

Sabendo-se que, nesse campeonato, ocorreram 126 empates, o nimero de jogos em que houve

ganhador é igual a
a) 64. b) 74. C) 254. d) 274. e) 634.

Solucao: [C]
O nuimero total de partidas é dado por:

20!
A20’ 2 = m = 380

Portanto, se ocorreram 126 empates, entao houve ganhador em 380 — 126 = 254 jogos.

Exemplo 2: (Enem) Uma pessoa produzira uma fantasia utilizando como materiais: 2 tipos de tecidos
diferentes e 5 tipos distintos de pedras ornamentais. Essa pessoa tem a sua disposicdo 6 tecidos
diferentes e 15 pedras ornamentais distintas.

A quantidade de fantasias com materiais diferentes que podem ser produzidas é representada pela

expressdo
) 6! 15! 6!, 15! 211
A4 20 * 10051 TR ) 71 141
6! 15! 6! 15!
+ — —
Y o Y Tor s D) -5
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Solucdo: [A]
15!
510!

(6]_ 6! (15]
Existem 2/ 24" maneiras de escolher os tecidos e \ °

pelo Principio Multiplicativo, segue que a resposta é

modos de escolher as pedras. Logo,

6! 15!
21-41 51100

COMBINACOES SIMPLES (ou Ntimero Binomial)

Denominamos combinag¢des simples de n elementos distintos tomados k a k (com k < n), aos
subconjuntos formados por k elementos distintos escolhidos entre os n elementos dados. Observe que
duas combinagdes sdo diferentes quando possuem elementos distintos, NAO importando a ORDEM em
que os elementos sao colocados.

Representando por C, i 0 nimero total de combinagdes de n elementos tomados k ak, temos a
seguinte férmula:

_ n! ] n o__ n! ny __ n!
Cri =g o Ch=wmm o (3) = sy

Demonstracao

Para obter uma formula geral para Cpk, podemos contar quantos sao os conjuntos de k
elementos, escolhidos dentre n elementos distintos dados. Podemos montar um tal conjunto
de k elementos sorteando seus elementos wm a um. Assim, primeiro montamos uma lista

ordenada com k elementos, o que pode ser feito de Ap k maneiras.

Acontece gue cada conjunto de k elementos sera obtido a partir de
exatamente k! dessas listas, uma vez que k! &, como sabemos, o
numero de maneiras de montar uma lista com os k elementos do
conjunto. Dessa forma, a quantidade de conjuntos com k
elementos, escolhidos dentre os n elementos dados, é igual

n!

C _Ank _ m-kn _ 7! S n!
nkE ™" T kT (k) Kl EM(n-k)!

Exemplo. (Enem) Uma empresa confecciona e comercializa um brinquedo formado por uma
locomotiva, pintada na cor preta, mais 12 vagoes de iguais formatos e tamanhos, numerados de 1 a 12.
Dos 12 vagoes, 4 sdo pintados na cor vermelha, 3 na cor azul, 3 na cor verde e 2 na cor amarela. O trem é
montado utilizando-se uma locomotiva e 12 vagdes, ordenados crescentemente segundo suas
numeracoes, conforme ilustrado na figura.

De acordo com as possiveis variagdes nas coloragdes dos vagoes, a quantidade de trens que podem ser
montados, expressa por meio de combinagdes, é dada por

4 3 3 2 4 3 2 4 3 3 2
a)ClzxclszleC12 c:)Clzx2><CS><C5 e)612><68><65><C2

4 3 3 2 4 3 2
b)C12+C8+C5+C2 d) C,+2xC, +C,
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Solucdo: [B]
12

Existem ( 4

5

vagoes pintados na cor azul, {3

] modos de escolher os vagdes pintados na cor vermelha, [

2]
] modos de escolher os vagdes que serdo pintados na cor verde e (

8

:J maneiras de escolher os

2

maneiras de escolher os vagdes pintados na cor amarela.
Portanto, pelo Principio Multiplicativo, segue que a resposta é

[SHa)

o)

Exemplo. (Famema) Determinado curso universitario oferece aos alunos 7 disciplinas opcionais, entre
elas as disciplinas A e B, que sé poderdo ser cursadas juntas. Todo aluno desse curso tem que escolher
pelo menos uma e no maximo duas disciplinas opcionais por ano.

O numero de maneiras distintas de um aluno escolher uma ou mais de uma disciplina opcional para

cursar é

a) 21.
Solucao: [C]
Calculando

b) 18.

) 16.

d) 13. e) 11.

total de maneiras = 6 + Cs 5

_34 40

Cop=m———c=
%2721 (5-2)! 2

total de maneiras=6+10=16

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Questao 1. (Enem PPL) A prefeitura de uma
cidade esta renovando os canteiros de flores de
suas pracas. Entre as possiveis variedades que
poderiam ser plantadas, foram escolhidas cinco:
amor-perfeito, cravina, petinia, margarida e lirio.
Em cada um dos canteiros, todos com
composi¢oes diferentes, serdao utilizadas somente
trés variedades distintas, ndo importando como
elas serdo dispostas.

Um funciondrio deve determinar os trios de
variedades de flores que irdo compor cada
canteiro.

De acordo com o disposto, a quantidade de trios
possiveis é dada por

5! 5!
a) ° 0 (5-3)! e) (5-3)!3!
5!
b) 53 d) (5-3)12!

Solucdo: [E]
Sabendo que a ordem ndo importa, a resposta é

5\ 5l
(3]‘3!-(5—3)!'

Questdao 2. (Enem) Como ndo sdo adeptos da
prética de esportes, um grupo de amigos resolveu
fazer um torneio de futebol utilizando videogame.
Decidiram que cada jogador joga uma tUnica vez
com cada um dos outros jogadores. O campedo
sera aquele que conseguir o maior nimero de
pontos. Observaram que o nuimero de partidas
jogadas depende do nimero de jogadores, como
mostra o quadro:

Quantidade de jogadores | 2| 3|4 5 | 6 | 7
Nuamero de partidas 1[3[6]10| 15| 21

Se a quantidade de jogadores for 8, quantas
partidas serdo realizadas?

a)64 b) 56 C) 49

Solucao: [E]

O numero de partidas pode ser calculado pelo
numero de combinacdes de jogadores, 2 a 2
Assim:

d) 36 e) 28

c.._.8 878!
827 %161 2.6

= 28 partidas



Questdo 3. (Enem) O ténis é um esporte em que a
estratégia de jogo a ser adotada depende, entre
outros fatores, de o adversario ser canhoto ou
destro.

Um clube tem um grupo de 10 tenistas, sendo que
4 sdo canhotos e 6 sdo destros. O técnico do clube
deseja realizar uma partida de exibi¢do entre dois
desses jogadores, porém, ndo poderdo ser ambos
canhotos.

Qual o numero de possibilidades de escolha dos
tenistas para a partida de exibicdo?

10! 3 4! g+4x4
a) 2Ix 8! 2Ix2! d) 4!
10! 4! !
b) 8_0'_5 e) %+6x4
10! B
) 21x 8!

Solucdo: [A]
Desde que o nimero de maneiras de escolher dois
1 Oj 10!

2 |~ 21x8r’ o

tenistas quaisquer é ( o nimero de
modos de escolher dois tenistas canhotos é

4) 4
2) 21x2r

100 41
21x8! 21x2!

tem-se que o resultado é dado por

Questdo 4. (Insper) Um dirigente sugeriu a
criagdo de um torneio de futebol chamado Copa
dos Campeodes, disputado apenas pelos oito
paises que ja foram campedes mundiais: os trés
sul-americanos (Uruguai, Brasil e Argentina) e os
cinco europeus (Itdlia, Alemanha, Inglaterra,
Franca e Espanha). As oito sele¢cdes seriam
divididas em dois grupos de quatro, sendo os
jogos do grupo A disputados no Rio de Janeiro e
os do grupo B em Sao Paulo.

Considerando os integrantes de cada grupo e as
cidades onde serdo realizados os jogos, 0 nimero
de maneiras diferentes de dividir as oito sele¢oes
de modo que as trés sul-americanas ndo fiquem
Nno mesmo grupo é
a)140.  b)120. c) 70. d) 60. e) 40.
Solucgdo: [D]

Existem 2 maneiras de escolher o grupo que tera

3

=3
duas selecOes sul-americanas, (J modos de

[5) 51
escolher essas duas selegdes, e \2/ 3'-2!

modos de escolher as duas selecoes europeias que
irdo formar o grupo com as duas sul-americanas.
Como o segundo grupo ¢é determinado
univocamente pelas escolhas do primeiro,
segue-se que o resultado pedido, pelo Principio
Fundamental da Contagem, é

2.3.10=60.

Questdo 5. (Uerj) A tabela abaixo apresenta os
critérios adotados por dois paises para a
formacéo de placas de automdveis. Em ambos os
casos, podem ser utilizados quaisquer dos 10
algarismos de 0 a 9 e das 26 letras do alfabeto
romano.

Pai

S Descricao

Exemplo de placa

3 letras e 3 algarismos,
em qualquer ordem

[ M3MKO09

um bloco de 3 letras,
em qualquer ordem,

a esquerda de outro
bloco de 4 algarismos,
também em qualquer
ordem

[ YBWO0299 ]

Considere o nimero maximo de placas distintas
que podem ser confeccionadas no pais X, igual a
n e no pais Y igual a p. A razdo n/p corresponde a
a)l b) 2 03 d) 6

Solucao: [B]

Escolhendo 3 lugares para as letras Ces =20

x = ©63:26.26.26.10.10.10 _ 54 56 96 26.10.10.10
y = 26.26.26.10.10.10.10

X _ 20.26.26.26.10.10.10 _ 2
o Y 26.26.26.10.10.10.10
)

Log

Questdo 6. (Fcmscsp) Ana, Beatriz e Carina sdo
médicas intensivistas. Diana, Elisa, Fernanda,
Gabriela, Helena, Inés e Jilia sdo enfermeiras da
unidade de terapia intensiva (UTI). No sabado,
havera plantdo de duas médicas intensivistas e
quatro enfermeiras nessa UTL No domingo, o
plantdo sera feito pela médica intensivista que
ndo fez plantdo no sdbado e por cinco
enfermeiras, sendo que trés delas ndo fizeram
plantdo no sabado.

O total de combinagbes diferentes que esse
cronograma de trabalho do fim de semana
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permite é igual a

a) 840. b) 245. ) 420. d)490. e) 630.
Solucgdo: [E]

No sabado, devemos escolher 2 médicas dentre 3
e 4 enfermeiras dentre 7. Logo,

Cs2°Cpu=3-35=105

No domingo, temos apenas 1 médica possivel. E
como as 3 enfermeiras que ndo fizeram plantdao
no sabado devem estar entre as escolhidas, basta
escolhermos 2 dentre as 4 que trabalharam no
sabado. Logo,

C,:Ciy=1-6=6

Portanto, o total de possibilidades equivale a:
105.6 = 630

Questao 7. (Fac. Pequeno Principe - Medicina)
Uma pessoa quer criar uma playlist de musicas
favoritas para ouvir e tem a seu dispor uma
biblioteca contendo 50 musicas, divididas em 5
grandes géneros: rock, dance, pop, blues e
classica. H4 10 musicas em cada género. Hoje ela
fara uma playlist em que vai escutar 25 musicas
da seguinte forma: 5 musicas de cada de um dos 5
géneros, sendo que miusicas de um mesmo
género devem ser tocadas em seguida até se
esgotarem as musicas daquele género. Em uma
playlist, nenhuma musica pode se repetir e a
ordem com a qual elas sdo tocadas faz diferenca.

E correto afirmar que o niimero total de playlists
possiveis serd de

a) 2 500. d) 3 0240°
b) 6 048. e) 120 x 3 0240°
c) 30 240.

Solucdo: [E]

Existem 5! = 120 modos de ordenar os géneros.

O nimero de maneiras de arranjar 5 musicas em
cada género é dado por

!
Ao s = 2 _ 30240,
’ 5!
Portanto, pelo Principio Multiplicativo, segue que
aresposta € 120 . 3 0240°.

Questdo 8. (Fcmmg) Um hospital possui 5 salas
de cirurgias eletivas, utilizadas diariamente por 8
médicos cirurgides. Duas dessas salas
destinam-se  apenas aos  procedimentos
ortopédicos, sendo ocupadas, em todos os
momentos de funcionamento do hospital, por 1
dos 2 ortopedistas que compdem a equipe.

Em certo momento, o nimero de possibilidades
de organizagdes para a ocupagdo das salas é de:

a)120. b)240. «¢)336. d)6720.

Solucao: [B]

Se os ortopedistas podem ocupar apenas as salas
destinadas aos procedimentos ortopédicos e, em
qualquer momento, apenas um ortopedista ira
ocupar essas duas salas, entdo o nudmero de

maneiras de ocupa-las é

b

Ademais, como as outras S salas podem ser

6!
Ag3 =5, =120

ocupadas de modos, segue que a

resposta, pelo Principio Multiplicativo, é
2.120 = 240.

Questao 9. (Uemg) Observe a tirinha abaixo:

17

2 )m'u

Copiticht @1999 Mauricio de SouzaProdugdssLida, Todos os dieltosressrvados

Passando por uma sorveteria, Magali resolve
parar e pedir uma casquinha. Na sorveteria, ha 6
sabores diferentes de sorvete e 3 é o niimero
maximo de bolas por casquinha, sendo sempre
uma de cada sabor.

O numero de formas diferentes com que Magali
podera pedir essa casquinha € igual a
a)20. b4l ©120. d)35.

Solucao: [B]

Como uma casquinha pode ter no maximo 3
bolas e os sabores devem ser distintos, segue-se
que o resultado pedido é dado por

()0t a

=6+15+20
=41.
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EXERCITANDQOE'RESOLVENDO PROBLEMAS

Questao 01
(Fuvest) Atualmente, no Brasil, coexistem dois

sistemas de placas de identificacio de
automoéveis: o padrdo Mercosul (0 mais recente) e
aquele que se iniciou em 1990 (o sistema anterior,
usado ainda pela maioria dos carros em
circulacdo). No sistema anterior, utilizavam-se 3
letras (em um alfabeto de 26 letras) seguidas de 4
algarismos (de 0 a 9). No padrdao Mercosul
adotado no Brasil para automoveis, sdo usadas 4
letras e 3 algarismos, com 3 letras nas primeiras 3
posices e a quarta letra na quinta posicao,
podendo haver repeticbes de letras ou de
numeros. A figura ilustra os dois tipos de placas.

padrao Mercosul

“ LLLNLNN

sistema anterior

L - letra

- - N - nomero
UF - CIDADE o

LLL-NNNN

Dessa forma, o nimero de placas possiveis do
padrdo Mercosul brasileiro de automoveis é
maior do que o do sistema anterior em
a) 1,5 vezes. C) 2,6 vezes.
b) 2 vezes. d) 2,8 vezes.

e) 3 vezes.

Questdo 02. (Enem) A escrita Braile para cegos é
um sistema de simbolos no qual cada caractere é
um conjunto de 6 pontos dispostos em forma
retangular, dos quais pelo menos um se destaca
em relacdo aos demais.

Por exemplo, aletra A é representada por

o L

© L
3
£

@ o :

O numero total de caracteres que podem ser
representados no sistema Braile é

a) 12. b) 31. c) 36. d) 63. e) 720.
Questdo 03. (Enem) O cddigo de barras, contido
na maior parte dos produtos industrializados,
consiste num conjunto de varias barras que

podem estar preenchidas com cor escura ou nao.
Quando um leitor dptico passa sobre essas barras,
a leitura de uma barra clara é convertida no
numero O e a de uma barra escura, no nimero 1.
Observe a seguir um exemplo simplificado de um
cddigo em um sistema de cédigo com 20 barras.

B

= Se o leitor dptico for passado da esquerda
para a direita ird ler: 01011010111010110001

m Se o leitor dptico for passado da direita
para a esquerda ira ler:
10001101011101011010

No sistema de cédigo de barras, para se organizar
o processo de leitura Optica de cada cédigo,
deve-se levar em consideracao que alguns
cédigos podem ter leitura da esquerda para a
direita igual a da direita para a esquerda, como o
cédigo 00000000111100000000, no sistema
descrito acima.

Em um sistema de cédigos que utilize apenas
cinco barras, a quantidade de c6digos com leitura
da esquerda para a direita igual a da direita para a
esquerda, desconsiderando-se todas as barras
claras ou todas as escuras, é

a) 14. b) 12. ) 8. d) 6. e) 4.
Questdo 04. (Enem PPL) A bandeira de um estado
é formada por cinco faixas, A, B, C, D e E,
dispostas conforme a figura.

A

m|io|lO|m@

(L]

Deseja-se pintar cada faixa com uma das cores
verde, azul ou amarelo, de tal forma que faixas
adjacentes ndo sejam pintadas com a mesma cor.

O célculo do niimero de possibilidades distintas
de se pintar essa bandeira, com a exigéncia
acima, é

A1x2x1x1x2. d)3x2x1x2x2.
b)3x2x1x1x2. ©)3x2x2x2X2.
03x2x1x1x3.
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Questdo 05. (Upe-ssa) Leia o seguinte trecho do
romancista francés Maurice Leblanc:

"Nervoso e confiante, folheou imediatamente o
album. Um pouco adiante, outra surpresa o
esperava. Era uma pagina que estampava letras
maidsculas, seguidas por uma linha de
algarismos. Nove dessas letras e trés desses
algarismos haviam sido retirados
cuidadosamente. Sholmes escreveu-os na sua
caderneta, seguindo as lacunas pela ordem, e
obteve o seguinte resultado:

CDEHNOPRS237

[..] a principio isso ndo significa muita coisa.
Seria possivel, misturando aquelas letras e
usando todas elas, formar uma, ou duas, ou trés
palavras completas?”.

Maurice Leblanc, Arséne Lupin contra Herlock Sholmes, SP: Tricaju, 2021.

O detetive testou alguns dos anagramas que
poderia obter com aquela sequéncia de letras e
numeros.

Quantos anagramas podem ser assim obtidos,
desde que os algarismos sempre fiquem juntos?

a)9!.3l c) 12! e)9!.3!.2!
b) 10! . 3! d) 9.3)!
Questdo 06. (Enem) Trés amigos, André,

Bernardo e Carlos, moram em um condominio
fechado de uma cidade. O quadriculado
representa a localizacdo das ruas paralelas e
perpendiculares, delimitando quadras de mesmo
tamanho nesse condominio, em que nos pontos
A, B e C estdo localizadas as casas de André,
Bernardo e Carlos, respectivamente.

Intarbits

André deseja deslocar-se da sua casa até a casa de
Bernardo, sem passar pela casa de Carlos,
seguindo ao longo das ruas do condominio,
fazendo sempre deslocamentos para a direita

(—) ou para cima (1), segundo o esquema da
figura.

O numero de diferentes caminhos que André
podera utilizar para realizar o deslocamento nas
condicdes propostas é

a) 4. b) 14. 017

d) 35. e) 48.

Questdo 07. (BJ) Em muitas familias brasileiras, é
comum que reunides informais entre criancas
acontecam na casa dos avos, especialmente em
finais de semana. Nessas ocasides, a organizacdo
do lanche costuma envolver escolhas que
atendam ao gosto variado dos convidados.

Na despensa de dona Oscarina ha pacotes de
salgadinhos de seis sabores diferentes. Para
receber os colegas que estavam reunidos em sua
casa, seu neto Gabriel foi encarregado de escolher
oito pacotes para serem distribuidos durante o
lanche.

Considerando essas condi¢des, de quantas
maneiras distintas Gabriel podera realizar essa
escolha?

a) 14 b) 48 c) 256 d) 1287 e) 2574
Questao 08. (Uerj) Em uma reunido,
trabalhadores de uma industria decidiram fundar
um sindicato com uma diretoria escolhida entre
todos os presentes e composta por um
presidente, um vice-presidente e um secretario. O
nimero total de possibilidades de composicdo
dessa diretoria € trinta vezes o numero de

pessoas presentes nessa reuniao.

O ntimero de trabalhadores presentes é
a) 13. b) 11. 0 9. d)7.

Questao 09. (Feevale) Em certo bairro, houve um
“troca-troca” de livros usados. Jodo levou 10
livros de romance. Pedro levou 15 de poesia, e
Marcelo, 7 de ficcdo. Marcelo quer levar para casa,
em troca de seus livros, 4 de romance e 3 de
poesia. Assinale a alternativa que representa o
numero de formas diferentes com que essa
escolha pode ser feita.

a) Cyy - Cis3 0) Ay - Ass
b) Cios + Cis3 d Asoz . Assy

e) A+ Asss

Questdo 10. (Fuvest) Um professor precisa
elaborar uma prova multidisciplinar que consta
de duas questdes de Matematica e seis de Fisica.
Ele deve escolher questdes de um banco de dados
que contém trés questdes de Matematica e oito de
Fisica.

O namero de provas distintas possiveis, sem levar
em conta a ordem em que as questdes aparecem,
é

a) 42. b) 54. C) 62. d) 72. e) 84.
Questao 11. (Enem) Um prédio, com 9 andares e 8
apartamentos de 2 quartos por andar, esta com
todos os seus apartamentos a venda. Os
apartamentos sdo identificados por nimeros
formados por dois algarismos, sendo que a

dezena indica o andar onde se encontra o



apartamento, e a unidade, um algarismo de 1 a 8,
que diferencia os apartamentos de um mesmo
andar. Quanto a incidéncia de sol nos quartos
desses apartamentos, constatam-se as seguintes
caracteristicas, em fung¢do de seus niimeros de
identificacao:
= naqueles que finalizam em 1 ou 2, ambos
0s quartos recebem sol apenas na parte da
manha;
= naqueles que finalizam em 3, 4, 5 ou 6,
apenas um dos quartos recebe sol na
parte da manhg;
= naqueles que finalizam em 7 ou 8, ambos
0s quartos recebem sol apenas na parte da
tarde.

Uma pessoa pretende comprar 2 desses
apartamentos em um mesmo andar, mas quer
que, em ambos, pelo menos um dos quartos
receba sol na parte da manha.

De quantas maneiras diferentes essa pessoa
podera escolher 2 desses apartamentos para
compra nas condicdes desejadas?

6! 2!

X ——

) 6-20 g S a2

9)(76! Ox— 4!
b (6-2x21 o " (4-2)x2!

QX[L—q
e) (8-2)!x 2!

Questdao 12. (Enem) Uma montadora de
automoveis divulgou que oferta a seus clientes
mais de 1.000 configura¢des diferentes de carro,
variando o modelo, a motorizac¢do, os opcionais e
a cor do veiculo. Atualmente, ela oferece 7
modelos de carros com 2 tipos de motores: 1.0 e
1.6. Ja em relacdo aos opcionais, existem 3
escolhas possiveis: central multimidia, rodas de
liga leve e bancos de couro, podendo o cliente
optar por incluir um, dois, trés ou nenhum dos
opcionais disponiveis.

Para ser fiel a divulgacdo feita, a quantidade
minima de cores que a montadora devera
disponibilizar a seus clientes é

a) 8.

b) 9.

c) 11.

d) 18.

e) 24.

Questao 13. (Enem) Para cadastrar-se em um site,
uma pessoa precisa escolher uma senha
composta por quatro caracteres, sendo dois
algarismos e duas letras (mailsculas ou

mindsculas). As letras e os algarismos podem
estar em qualquer posicdo. Essa pessoa sabe que
o alfabeto é composto por vinte e seis letras e que
uma letra maitscula difere da mintiscula em uma

senha.
Disponivel em: www.infowester.com. Acesso em: 14 dez. 2012.

O ndmero total de senhas possiveis para o
cadastramento nesse site é dado por

a) 102.262

b) 102.522

) 102.522.4!.2!

d) 102.262.412!.2!

e) 102.522.412!.2!

GABARITO
01. C, 02. D, 03. D, 04. B, 05. B, 06. C, 07. D, 08. D, 09. A,
10.E, 11. B, 12. B, 13.E.
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MAPA DE APRENDIZAGEM

Este mapa apresenta os objetivos de aprendizagem que orientam o desenvolvimento deste
capitulo, bem como as habilidades previstas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e pela Matriz
de Referéncia do Enem. Esses referenciais indicam os conhecimentos e as competéncias que serdo
mobilizados ao longo dos estudos, favorecendo o acompanhamento da aprendizagem e o alinhamento
entre os conteuidos, as atividades e as formas de avaliacdo.

EXPECTATIVAS DE APRENDIZAGEM

PRE-REQUISITOS

e Reconhecer e classificar angulos (agudo, reto, obtuso, raso e completo), identificando suas medidas
e relacoes.

e Classificar triangulos quanto aos angulos e quanto aos lados, reconhecendo suas propriedades.

e Compreender o Teorema de Pitagoras como relacdo entre os lados do tridangulo retangulo.

e Aplicar o Teorema de Pitdgoras para determinar medidas desconhecidas em triangulos retangulos.

e Resolver e interpretar situagdes-problema do cotidiano que envolvam angulos e triangulos.

TRIGONOMETRIA

e Compreender o conceito de razdes trigonométricas (seno, cosseno e tangente) no triangulo
retangulo, relacionando-as aos lados do triangulo.

e Identificar corretamente cateto oposto, cateto adjacente e hipotenusa em relacdo a um angulo
agudo.

e Calcular valores de seno, cosseno e tangente de angulos agudos em triangulos retangulos.
e Utilizar as razdes trigonométricas para determinar medidas desconhecidas de lados ou angulos.

e Resolver e interpretar situagées-problema que envolvam aplicagdes da trigonometria no contexto
geométrico e em situagdes do cotidiano.

¢ Identificar os valores de seno, cosseno e tangente de angulos como 0° 909 180°, 270° e 360, como
também os angulos notaveis no ciclo trigonométrico bem como o uso dos mesmos para redugdo
ao 1° quadrante.

e Compreender o ciclo trigonométrico como representacdo dos angulos em uma circunferéncia de
raio unitdrio.

e Relacionar a medida de angulos em graus e em radianos no ciclo trigonométrico.
e Reconhecer os sinais das razdes trigonométricas nos diferentes quadrantes.

e Utilizar o ciclo trigonométrico para determinar valores trigonométricos e resolver
situacées-problema.

e Compreender as fungbes seno e cosseno como fungdes trigonométricas associadas ao ciclo
trigonométrico.

e Reconhecer o dominio, a imagem, a periodicidade e a amplitude das fungdes seno e cosseno.

e Analisar e interpretar os graficos das fungdes seno e cosseno, identificando maximos, minimos,
Zeros e simetrias.
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e Compreender e utilizar a relagdo entre seno e cosseno, reconhecendo deslocamentos de fase (por
exemplo, a relagdo entre Sen(x) e Cos(x)).

e Relacionar expressdes algébricas das fungoes seno e cosseno aos seus graficos correspondentes.

e Resolver e interpretar situacdes-problema que envolvam fenémenos periddicos, utilizando as
funcgdes seno e cosseno.

e Identificar situacdoes em que o uso da Lei dos Senos ou da Lei dos Cossenos é adequado, conforme
os dados disponiveis.

e Compreender a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos como relacdes métricas validas para tridngulos
quaisquer.

e Aplicar corretamente a Lei dos Senos para determinar lados ou angulos desconhecidos em
triangulos ndo retangulos.

e Aplicar a Lei dos Cossenos para calcular medidas de lados ou angulos em triangulos quaisquer,
reconhecendo sua relacdo com o Teorema de Pitdagoras.

e Resolver e interpretar situacdes-problema que envolvam medidas indiretas, analisando a
coeréncia dos resultados obtidos.

HABILIDADES DE ACORDO COM A BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR (BNCC)

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fenémenos periédicos
reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre outros) e comparar suas representacoes
com as fungdes seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de algebra e
geometria.

(EM13MAT404) Analisar fungoes definidas por uma ou mais sentencas (tabela do Imposto de Renda,
contas de luz, agua, gas etc.), em suas representagoes algébrica e grafica, identificando dominios de
validade, imagem, crescimento e decrescimento, e convertendo essas representacdes de uma para
outra, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

HABILIDADES DE ACORDO COM A MATRIZ DE REFEENCIA DO ENEM

H15 — Identificar a relacdo de dependéncia entre grandezas.

H17 — Analisar informagdes envolvendo a varia¢ao de grandezas como recurso para a construcdo de
argumentagao.

H18 — Avaliar propostas de intervencao na realidade envolvendo varia¢do de grandezas.
H19 — Identificar representacdes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.
H20 — Interpretar grafico cartesiano que represente relagdes entre grandezas.

H21 — Resolver situa¢do-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

H22 — Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construgdo de
argumentacao.

H23 — Avaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando conhecimentos algébricos.




CONTEXTUALIZACAO E'MOTIVACAO

TRIGONOMETRIA

Minecraft: Um jogo de construgdo e trigonometria!

O Minecraft é um jogo de sandbox Figura. Paisagem de um mundo gerado no Minecraft.
que permite aos jogadores criar e explorar ' iy
um mundo de blocos. Com uma mistura
de criatividade e sobrevivéncia, os
jogadores podem construir estruturas
incriveis, desde casas simples até cidades
inteiras.

O que vocé pode ndo saber é que o
Minecraft é também um jogo de
trigonometria. Ao construir estruturas
complexas, os jogadores precisam usar
conceitos de trigonometria para calcular
angulos, distancias e alturas. Fonte: XBOX

e Construcao de estruturas inclinadas: Ao criar telhados ou rampas, os jogadores precisam calcular
os angulos e inclina¢des para que tudo se encaixe perfeitamente;

e Calculo de distancias: Ao construir pontes ou torres, os jogadores precisam calcular as distancias e
alturas para que tudo se encaixe.

e Criacdo de circulos e esferas: Ao criar estruturas circulares ou esféricas, os jogadores precisam usar
conceitos de trigonometria para calcular as coordenadas e criar a forma desejada.

Com a trigonometria, os jogadores podem criar estruturas mais precisas e complexas, tornando
0 jogo ainda mais desafiador e divertido.

(] Mas ndo € s6 de sobrevivéncia que o
v ETh - jogo se trata. Minecraft é também
i sobre exploracdo e constante evo
lugdo. Com o avangar do jogo, é
possivel automatizar a coleta de
praticamente todos o0s recursos e
tornar cada vez menos necessarias
tarefas que demandam muito tempo
(como a mineracdo, o plantio, a
colheita e a caca de monstros).”
(MIRANDA, 2020).

Figura - o jogador se prepara para lancar
uma pérola do fim no minecraft, a
trigonometria ¢é aplicada para encontrar
stronghold (fortaleza)

Fonte: TIK TOK, 2025

No ROBLOX, os angulos sdo fundamentais para criar experiéncias 3D incriveis. Por exemplo,
imagina que vocé precisa rotacionar uma casa no jogo,no momento que vocé seleciona o objeto,
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aparece trés anéis coloridos e quando arrastamos um deles, a casa gira em torno daquele eixo. Como
podemos observar nas figuras abaixo:

e
&

[ J

[ J

[ ]

[ d
@

Veja que o valor indicado pela seta vermelha é o angulo, que muda conforme a casa gira.

Os angulos também sdo usados para criar movimentos de camera suaves e realistas, fazer
objetos girarem ou se inclinarem de forma natural e até criar efeitos de iluminagdo dindmicos. No
ROBLOX Studio, pode-se usar scripts para trabalhar com angulos em graus ou radianos, permitindo
criar movimentos precisos e interativos. E como ter uma ferramenta poderosa para dar vida ao seu
mundo virtual.

PRE-REQUISITOS

ANGULOS

Um angulo é definido como a reunido de duas semirretas que possuem a mesma origem, desde
que ndo estejam contidas na mesma reta. O ponto de origem comum é chamado de vértice e as
semirretas sdo os lados do angulo. A regido do plano entre essas semi retas é o seu interior (regido
convexa), enquanto a parte externa é o seu exterior (regido concava). A medida de um angulo é chamada
de amplitude. A unidade principal é o grau (°), que se divide em minutos (1° corresponde a 60’) e em
segundos (1° corresponde a 3600” e 1’ corresponde a 60”). Ha também o radiano (rad) como outra
unidade de medida. O angulo pode ser representado por letras gregas ou pelos pontos que compdem o
angulo.
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Semirreta JL [

o J&
Semirreta JL
KJL ou
J < a = 65.8475319564352°
@ >
K J 2

w

= Semirreta JIK = ‘K

Fonte: Elaborado no Geogebra

TIPOS DE ANGULOS
ANGULO OBTUSO ENGULO AGUDO
90° < & < 180° 00 <y <900

5 = 124.1722232020027"

ANGULO RASO
a=180°
ANGULO RETO
3 ] B=90° a

o (AR .

0= o0 F D E
A c

Angulo de 360° ou angulo de uma volta Angulo de 0° ou angulo nulo

™

A Q B c D
@ ’ W ”
a
Fonte: Elaborado no Geogebra

Outras Classificacoes

Angulos Congruentes Angulos Complementares
S&do angulos em que a soma entre eles da 90°.

Ny

IV

S&do angulos que possuem a mesma medida.

v e/

/c ABC = DEF /‘
i
v S
8%24? - ﬁ:%“ = o
E

A D A
/ C
Fonte: Elaborado no Geogebra ANGTLA O ERENNRE
MAB + CAM =B

Fonte: Elaborado no Geogebra
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Angulos Suplementares
Sdo angulos em que a soma entre eles da 180°.

/

M

—

/8
D E
8+n= 180"

ne

Fonte: Elaborado no Geogebra

Sentido Hordrio e anti-hordario
e Sentido Anti-horario

0 sentido anti-horario é
frequentemente adotado como o padrdo para
convencdes matematicas:

> Angulo de Inclinagdo: A inclina¢io de uma
reta no plano cartesiano é medida no
sentido anti-horario, partindo do eixo Ox
positivo até a reta em questdo.

> Numeracdo de Quadrantes: Em um
sistema de coordenadas cartesianas, os
quatro quadrantes sdao numerados no
sentido anti-horario, iniciando-se pelo
quadrante onde as duas coordenadas (x e
y) sdo positivas.

e Sentido Hordario

Angulos Opostos Pelo Vértice

Sdo pares de angulos formados pelo
cruzamento de duas retas, em dire¢des opostas
da interse¢do. Angulos opostos pelo vértice sdo
congruentes.

Fonte: Elaborado no Geogebra

o Sentido Anti-horario (BC)
Positivo (+)

Sentido Horario (BE)
Negativo (-)

Fonte: Elaborado no Gpogebra

O sentido horario é utilizado principalmente em contextos de navegacdo e problemas que simulam

movimentos do mundo real:

> Rotas e Conexdes: Questdes de vestibular utilizam o sentido hordrio para definir direcoes de voos.
Por exemplo, um avido pode seguir uma rota que forma um angulo de 135° no sentido horario em
relacdo a uma linha de referéncia (como a rota Brasilia-Belém).

Exemplos

1) Expresse 12,/455° em graus, minutos e
segundos.

Resolucdo: Para realizar essa conversdo,
devemos isolar a parte inteira e transformar as
fracdes sucessivamente:

Graus inteiros: A parte inteira é 12°.

Convertendo 0,455° para minutos:
Multiplicamos por 60 (pois 1° = 60'). 0,455 x 60
= 27,3 minutos. Temos, entdo, 27" inteiros.

Convertendo a fra¢do de minuto para segundos:

Multiplicamos a nova parte decimal por 60
(pois 1'= 60").

0,3 x 60 =18 segundos. Temos 18".
Logo, 12°27'18”

2) Simplifique a medida 30°70'.

Resolucdo: "Retiremos” grupos de 60 das
unidades menores para somar a unidade
superior:

Sabemos que 60’ formam 1°.

Subtraimos 60 de 70: 70’ — 60”=10’.

O grupo de 60' retirado torna-se 1° e é somado
aos 30° iniciais: 30°+1°=31°.

Logo, 31°10".



3) Se o complemento de um dngulo mede 35°
qual é a medida do suplemento desse mesmo
angulo?

Resolugdo: Se o complemento do angulo é 35°,
significa que o angulo mais 35° é igual a 90° ou
seja:

X +359=90°>x =90 — 35> x =55°

O valor do angulo é 55°, entdo o seu suplementar
é:

550 + y=180°~>y =180 — 55>y = 125C

Logo, o suplementar do angulo é 125°.

4) Uma porta estd aberta formando um angulo

de 45° Esse angulo é agudo, reto, raso ou
obtuso?

Fonte: Elaborado no Geogebra

Resolucao:
Como o angulo é menor que 90° e maior que 0°,
logo se trata de um angulo agudo.

5) Desafio do Mapa "Lava Obby"

Um desenvolvedor de jogos estd utilizando o
Roblox Studio para criar um mapa de
obstaculos. Durante a construcdo, ele
posicionou duas vigas de laser que se cruzam
em um ponto comum, que chamaremos de
vértice. Ao observar o cruzamento, ele notou
que os lasers formam quatro angulos.

a) Dois desses angulos sdo opostos pelo vértice
(0.pv.). Se a medida de um deles é expressa por
(2x + 20)° e a medida do seu oposto é 80°
determine o valor de x.

b) O desenvolvedor precisa criar uma terceira
viga que seja adjacente e suplementar a um
desses angulos de 80° Qual deve ser a medida
desse novo angulo?

Resolugado:

a) Angulos opostos pelo vértice sdo sempre
congruentes, entdo:
2x+20°=80°>2x=80-20>2x=60~>x =
60/2->x=30

Logo, o valor de x = 30° b) Sabendo que angulos
suplementares a soma entre eles da 180°, temos:
80°+x=180°>x =180 -80~>x =100

Logo, 0 novo angulo dessa viga serd de 100°.

6) (ENEM 2017) A imagem apresentada na
figura é uma cdpia em preto e branco da tela
quadrada intitulada O peixe, de Marcos Pinto,
que foi colocada em uma parede para exposicdo
e fixada nos pontos A e B. Por um problema na
fixacdo de um dos pontos, a tela se desprendeu,
girando rente a parede. Apés o giro, ela ficou
posicionada como ilustrado na figura,
formando um angulo de 45° com a linha do
horizonte.

AR

Para recolocar a tela na sua posi¢dao original,
deve-se gira-la, rente a parede, no menor
angulo possivel inferior a 360°.

A forma de recolocar a tela na posic¢ao original,
obedecendo ao que foi estabelecido, é girando-a
em um angulo de:

a) 90° no sentido horario.

b) 135° no sentido hordrio.

¢) 180° no sentido anti-horario.

d) 270° no sentido anti-horario

e) 315° no sentido horario

Resolugao:

Fonte: Elaborado no Geogebra
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Ao se desprender no ponto A, a tela realiza um giro de 135° (45° + 45° + 45°) no sentido anti-horario.

Assim, para recolocéd-la na posicdo original, deve-se gird-la em um angulo de medida 135° no sentido
horario, ou gird-la em um angulo de medida 225° (360° - 135°) no sentido anti-hordrio.

Portanto, a menor medida de dangulo possivel em que se deve girar a tela, para retornar a posicdo
original, é de 135° no sentido horario.

TRIANGULOS

E uma figura geométrica elementar definida como a reunido de trés segmentos de reta (4B, BC e
CA) cujas extremidades sdo trés pontos ndo colineares (A, B e C).
A

B0
Fonte: Elaborado no Geogebra

Os tridngulos sdo classificados sob dois critérios fundamentais que orientam o estudo de suas
propriedades:

Classificacao Quanto aos Lados

1 Equilatero: Possui os trés lados congruentes. Como propriedade adicional, temos que todo tridngulo
equildtero é também equiangulo, possuindo cada angulo interno a medida de 609,

1 Isdsceles: Possui pelo menos dois lados congruentes. Um detalhe importante é que todo tridangulo
equildtero é, por defini¢do, um tridngulo isésceles; no entanto, caso o tridangulo ndo seja equilatero,
porém isoésceles, o lado de medida diferente é chamado de base e o dngulo oposto a ele é o angulo do
vértice.

1 Escaleno: E o tridngulo em que dois quaisquer lados ndo sdo congruentes, ou seja, todos os trés
lados possuem medidas distintas entre si.

E

B L C H

Escaleno Equilitero Isdsceles

Fonte: Elaborado no Geogebra

Classifica¢do quanto aos Angulos

1 Retangulo: Possui um angulo reto 90°. O lado oposto ao angulo reto € a hipotenusa, e os outros dois
lados que o formam sdo os catetos;

71 Acutangulo: Possui os trés angulos internos agudos (maiores que 0° e menores que 90°);

1 Obtusangulo: Possui um angulo interno obtuso (maiores que 90° e menores que 180°).



A 1
H
60° 111°
60° 60°
B C
G
Retiingulo Acutiingulo Obtusingulo

Fonte: Elaborado no Geogebra

Propriedades dos Tridangulos
> A soma dos angulos internos de qualquer tridngulo é sempre 180°. O teorema do dngulo externo
afirma que um angulo externo é igual a soma dos dois internos ndo adjacentes a ele;
> Desigualdade Triangular: A soma de quaisquer dois lados é sempre maior que o terceiro lado;

> Relac¢do Lado-angulo: O maior lado é sempre oposto ao maior angulo, e o menor lado ao menor
angulo.

a+e=180°

A medida de um angulo externo é x
Soma dos dngulos internos (5i)

exatamente igual a soma das medidas dos 0
a+f+yp=180

dois dngulos internos nio adjacentes a ele.

Ex:0=a+y
e 1807
B+6=180°
Fonte: Elaborado no Geogebr
Exemplos.
1) Dois angulos de um tridangulo medem 30° e 60°.  Quanto mede o dngulo x desse tridngulo?
Qual é o tipo do terceiro dngulo? a)30° b)60° ) 90° d)120° e)180°
Resolugdo:
Sabemos que a soma dos angulos internos de um
tridngulo é 1809 ent&o: Resolugao:
Para resolvermos esse tipo de questdo,
30°+60°+x=180° > 90 +x =180 precisamos lembrar que:
> x=180 - 90> x = 90° = Angulos

suplementares a soma
entre eles sempre da
180°;

- A soma dos angulos
internos de um
triangulo é sempre
180°;

Logo, o terceiro angulo é reto.

2)

A partir disso, temos:
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1200+p=180° — p=180-120 — B =600

Logo:

Xx+90°+p=180° - x+90+60=180

- x+150=180
- x=180-150 — x=30°

Portanto, o valor de x é 30°.

3) Um designer de interiores deseja criar uma
estante de parede usando trés ripas de madeira
que sobraram de uma obra. As ripas medem 40
cm, 70 cm e 110 cm. Ao tentar montar um
suporte triangular para a estante, o designer
percebeu que nao conseguia fechar a forma. Com
base na Desigualdade Triangular, explique por
que o designer ndo conseguiu formar o triangulo
e qual seria o ajuste minimo necessario na maior
ripa para que o tridangulo fosse possivel?
Resolucdo:

Pela desigualdade triangular: a soma das medidas
de dois lados de um tridangulo é maior que o
terceiro lado (b + ¢ > a). Como podemos notar: 40
+ 70 = 110, logo, “a” precisa ser menor que 110 cm.
O designer ndo consegue criar a estante, pois a
propriedade de desigualdade triangular ndo
permite que essas ripas forme um triangulo. Para
construir essa estante, ele devera reduzir o
tamanho da ripa maior (ex: 109,9 cm).

4) De acordo com a condicdo de existéncia de um
triangulo, quais dos seguintes conjuntos de

TEOREMA DE PITAGORAS

medidas de lados permitiriam a construcdao de
um tridngulo?
a)10cm, 5 cme 4 cm
b) 8 cm, 15 cm e 20 cm
¢) 2cm,3cme6cm

d)7cm, 7 cm e 14 cm
e)lcm,2cme3cm

Resolugao:

Como ja vimos, para se obter um tridngulo
deve-se obedecer a desigualdade triangular,
entdo:

- A soma da medida de dois lados deve ser
maior que a medida do terceiro lado.

Nessa perspectiva, a Uinica alternativa que atende
a propriedade é a letra B.

5) Se um tridangulo possui dois angulos internos
medindo 45° e 60° qual deve ser a medida do
terceiro dngulo interno?

a) 90° c) 75° e) 80°
b) 255° d) 105°
Resolucao:

Para resolver, precisamos lembrar que a soma dos
angulos internos de um triangulo é sempre 180°,
por isso:

459 + 60° + x =180° > 105 + x = 180 > x = 180

-105
>x="75°
Portanto, o terceiro angulo interno é 75°

Hipotenusa: Tem origem no grego
hypo- (abaixo) e teinein (alongar).

90°

Considerado a relacdo métrica mais importante, o Teorema
de Pitagoras enuncia que "a soma dos quadrados dos catetos é
igual ao quadrado da hipotenusa”. Além disso, o reciproco do
teorema é uma ferramenta de classificacdo: se o quadrado de um
lado ¢ igual a soma dos quadrados dos outros dois, o triangulo é

obrigatoriamente retangulo.

. # | Teorema de Pitagoras I

. o 3 1
hipotenusa® = cateto” + cateto”

Seus cognatos latinos sdo sub
(abaixo) e tendere (esticar), que

combinados formam a palavra
subtender. Um cognato nativo do
inglés vindo da mesma raiz é o
adjetivo thin (fino), que descreve um
objeto que foi esticado.
Geometricamente, a hipotenusa é o
lado que "se estende" de um cateto
ao outro,

Cateto: Deriva do latim cathetus, que
por sua vez vem do grego kdthetos,
significando "(linha) perpendicular"
ou "caem perpendicularmente'. Na
geometria, os catetos sdo definidos
como cada um dos dois lados de um
tridngulo  retangulo que sdo
perpendiculares entre si.



Na trigonometria, o teorema € a base da Relagdo Fundamental (sin’x + cos*x = 1), vinculando as
razdes trigonométricas a métrica das areas no circulo unitdrio.

Ternos Pitagoricos (Niimeros Inteiros)

Sendo a, b e ¢ nimeros inteiros positivos com ¢ < b < a dizemos que (c, b, a) é um terno
pitagorico se a® = b? + c2 Assim, (3, 4, 5) e (5, 12, 13) sdo exemplos de ternos pitagoricos.

Exemplos.
1) Um registro histdrico descreve um caso em que, se um retangulo tem um comprimento de 4 unidades

e uma diagonal (hipotenusa) de 5 unidades, qual é a sua altura?

Resolugdo:
De acordo com o teorema de Pitagoras, temos:
(hipotenusa)? = (cateto)? + (cateto)? i diagonal

52 = 42 + (altura)® » 25 = 16 + (altura)® > 25 - 16 = (altura)?
> 9 = (altura)® > /9 =+/(altura)?~ 3 = altura. -

Portanto, a altura do retangulo sera de 3 unidades.

comprimento

30 cm

2) (ENEM 2006) ' >

80 cm

Na figura acima, que representa o projeto de uma escada com 5 degraus de mesma altura, o
comprimento total do corrimdo é igual a:

plem - oaom 0% e

Resolucao: 90 em corrimio
Temos:ﬂz90cm,g:120cm(5 x 24) e JH .

Usando o Teorema de Pitagoras, podemos resolver assim: =

JH= % + HI2 JH? = 902 + 1202 > [H? = 8100 + 14400 I 120em g 30cm

5x24
>JH? = 22500 - -/ JH* = /22500 - JH = 150.

Para saber o tamanho do corrimao, precisamos adicionar aos 150 cm que achamos os 60 cm restantes
(30cm + 30cm):

Corrimdo = 150 + 60 = 210 cm. Como a resposta esta em metros, vamos converter de centimetros para
metros, basta dividirmos por 100: 210 + 100 = 2,1 m.

Portanto, o comprimento total do corrimdo é 2,1 m.
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com barras de ferro. Para garantir sua rigidez, foi colocada uma

3) (BPW - Adaptada). A figura ao lado mostra um portdo feito
barra de apoio. Qual é a medida dessa barra de apoio? ]

Resolugdo:

Usaremos o Teorema de Pitdgoras para resolver esse

problema, entdo:

(barra de apoio)® = 1,5)> +22 >

(barrade apoio)?=2,25+4 =

2m

¥ 3
v

1,5m \ ., Barra

J de apoio

(barra de apoio)* = 6,25 >

> \/(barra de apoio)? =+/6,25 - barra de apoio = 2,5.

Portanto, a barra de apoio terd o comprimento de 2,5 metros.

EXERCICIOS PROPOSTOS

01. (PAEBES) Um serralheiro confeccionou um
portdo no formato retangular com medidas de
comprimento e altura indicadas no desenho
abaixo. Para uma melhor sustentacdo desse
portdo, uma viga de aco foi colocada na
diagonal desse portdo.

4m

Qual é a medida do comprimento x da viga
desse portdo?

a) 7m b) 5m 0 7m

02. (SAEPI) Durante a reforma de uma
cobertura, a empreiteira responsavel instalou
uma rampa de madeira para depositar o entulho
da obra diretamente na cacamba, conforme
ilustra o desenho abaixo.

Qual é a medida x do comprimento da madeira
utilizada para construcdo dessa rampa?
a) 10 m b) 14 m c) 50 m ¢) 100 m

03. (SAEPB) Um observador, da janela de um
edificio, avista um carro parado a 12 metros de
distancia da entrada da portaria do seu prédio,
conforme ilustrado no desenho abaixo.

16 m

000O0F

]

ol

12m

Considerando essa rua plana, a distancia, em
metros, entre o carro e observador, nesse
momento, é

a) 20. b) 28. c) 96. d)400.

04. (SAEGO) Observe abaixo o esquema de uma
rampa infldvel para um parque infantil. Essa
rampa possui o formato de um prisma reto de
base triangular.




De acordo com esse desenho, qual é a medida do
comprimento dessa rampa inflavel?
a)5m b) 7m 014 m d)25 m

05. Observe a figura abaixo que representa uma
escada apoiada em uma parede que forma um
angulo reto com o solo. O topo da escada estaa 7
m de altura, e seu pé estd afastado da parede 2
m.

Parede

Solo

A escada mede, aproximadamente,

a)5m. b) 6,7 m. €) 73 m. d)9m.
06. Décio viu um grande escorregador no
parque de diversdes e ficou curioso para saber o
seu comprimento.

im
n

1= )

- 10m *

De acordo com as informacdes da figura acima,
o comprimento do  escorregador §,
aproximadamente
a) 17 m. b) 3 m. b) 12,2 m b) 10,5 m.
07. O portdo de entrada da casa do Sr. Antonio
tem 4 m de comprimento e 3 m de altura.

A B

Diante disso, o comprimento da trave de
madeira que se estende de A até o ponto C é
a) 5m. b) 7m. C) 6m. d)Im.

08. Em um recente vendaval, um poste de luz
quebrou-se a 4 m de distancia do solo. A parte
do poste acima da fratura inclinou-se e sua

extremidade superior encostou no solo a uma
distancia de 3 m da base do mesmo.

Logo, a parte que inclinou no solo é
a) 4m. b) 5m. c) 7m. d) 8Sm.

09. Uma torre tem 20 m de altura e uma pomba
voou em linha reta do seu topo até o ponto M. A
distancia do centro da base do monumento até o
ponto M é igual a 15 m, como mostra a
ilustracao abaixo.

15 m

A distancia percorrida por essa pomba, em
metros, é igual a
a) 15. b) 20. c) 25. 0)35.

10. Um portdo retangular
precisa de uma nova ripa
de madeira para sua
sustentacdo. Na figura ao
lado, estdo registradas
suas medidas em metros.

A medida da ripa a ser
trocada esta indicada por
x. A medida x da ripa a ser

trocada deve ser

a) 5 metros. 3
¢) 3 metros.

b) 4v2 metros. d) 3v3 metros.
GABARITO

Q.01: B, Q.02: A, Q.03: A, Q.04: A, Q.05: C, Q.06: C, Q.07: A,
Q.08: B, Q.09: C, Q.10: A.
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CONSTRUINDO/CONCEITOS

CONTEXTO HISTORICO

Antiguidade (Babildnios/Egipcios - ~1900 a.C.)

Uso de tabelas para relagdes entre angulos,
principalmente para astronomia e construgdo.

Periodo Grego (Hiparco e Ptolomeu})

Hiparco de Niceia desenvolveu a "tabela de
cordas”. Ptolomeu, em sua cbra Almagesto,
avancou a trigonometria esférica, essencial
para astronoemia.

Origem da Palavra Triganomelria
A palavra ngonometna vem do grego (tr - gonos +

india e Mundo Islamico (Séculos
V-X d.C.)

Matematicos indianocs (como
Aryabhata) introduziram o conceito
de jya {(meia-corda), gque evoluiu para
o ‘sinus. Arabes introduziram o
cosseno, tangente e cotangente.

metron, que significa trés + dngulos + medida) e
nos remete ao estudo das medidas dos lados,
angulos e oultios elementos dos triangulos.
Historicamente, a

Trigonometria  ligase a

Astronomia, lendo em vista a diliculdade natural
que esta apresenta com relagio ao cilculo de

distancias
Fi

impossivels  de  serem  medidas

; diretamente. Atrihuem-se os primeiros métodos de

Renascimento e Era Moderna calculo dessas distancias a Hiparco, astronomo

* No século XV, Regiomontanus separou a

¢ ; t grego que viveu no século || a. C e é considerado
trigonometria da astronomia.

Atualidades

Em 1595, Bartholomaeus Pitiscus publicou
"Trigonometria”, oficializando o nome do
campo.

Mo século XVIll, Leonhard Euler formalizou a
trigonometria analitica, definindo as fungtes
trigonométricas como razdes numéricas, nioc
mais apenas comprimentos geomeatricos.

Hoje, a trigonometria é fundamental para

fisica, engenharia, musica,
computagdo grafica, entre outros.

engenharia,

Fonte: Elaborado no Canva

o “pai da Trigonometria”. Claudio Ptolomeu (c.
100 — 17O d.C) tambem teve influéncia na
trigonometria, “Almagesto” , por mil anos, foi base
para a astronomia e tigonometria. Mas foi somente
no século XVIII que o matemdtico suico Leonhard
Fuler conseguin desvincular a Trigonometna da
Astronomia, dando aquela o cariter de ramo
independente na Matemalica.

Trigonometria é o ramo da matematica dedicado a medicdo de dangulos e lados de tridangulos.
Embora sua forma analitica moderna tenha se consolidado a partir do século XVII, o termo em seu
sentido literal possui origens que remontam ao segundo ou terceiro milénio antes de Cristo.

A trigonometria é estruturada e ensinada em trés niveis de profundidade:

1. Trigonometria no Triangulo Retangulo

Este é o estagio inicial, onde o componente foca nas razdes trigonométricas (seno, cosseno e
tangente) fundamentadas na semelhanga de tridngulos e no Teorema de Pitagoras (a = b? + c?).

2. Trigonometria na Circunferéncia

Neste nivel, introduz-se o ciclo trigonométrico (circunferéncia de raio unitario) e a unidade de
medida radiano (arco cujo comprimento € igual ao raio). Aqui, as razdes trigonométricas sdo estendidas
para arcos de qualquer quadrante, estabelecendo a relacdo fundamental (sin?x + cos?x = 1). Também sdo

estudadas as leis para tridngulos quaisquer (que ndo possuem angulo reto), conhecidas como Lei dos
Senos e Lei dos Cossenos.



3. Fungdes Trigonométricas (Funcdes Circulares)

A trigonometria evolui para a andlise matemadtica, tratando o seno, cosseno e outras razoes
como funcdes de varidveis reais. Matematicos como Leonhard Euler foram fundamentais nesta
transicdo, definindo o seno ndo mais como um segmento de reta fisico, mas como um nimero puro e
uma relacdo funcional.

TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO
Cateto Oposto, Cateto Adjacente e Hipotenusa

No triangulo retangulo, os lados passam a ter novas caracteristicas, de acordo com o dangulo a
ser utilizado. Observe o tridangulo ABC:

A
c a s segmento AC é a hipotenusa,
cateto hipotenusa % segmento AB é oposto a 6 e segmento BC é oposto a f3;
% segmento AB é adjacente a3 e
+ segmento BC é adjacente a 9.
B b c -

cateto

Fonte: Elaborado no Geogebra

Observacoes:
< A hipotenusa é o maior lado (ou seja, é o lado oposto ao angulo maior, no caso, oposto a 90°);
< O cateto é oposto quando este estd diretamente a frente ao angulo de referéncia;
< O cateto é adjacente quando este é um dos segmentos que compdem o angulo de referéncia;
< Os angulos de referéncia sdo aqueles que contém a hipotenusa lado do préprio angulo.

Seno, Cosseno e Tangente de um Angulo Agudo

Como ja mencionamos, Minecraft € um jogo que trabalha com a matematica de varias maneiras.
Uma delas ¢é a aplicacdo da trigonometria, que ajuda a localizar fortalezas ou a determinar a altura de
alguma coisa.

Por curiosidade, um jogador quer saber qual é a altura da drvore existente em uma village (vila),
ou seja, quantos blocos ela tem. Para isso, o jogador posiciona o personagem na base da drvore e move-o
até que o angulo mostrado na parte superior seja de 45°. Feito isso, ele conta quantos blocos ha entre a
arvore e o personagem (neste caso sdo 27 blocos). Ao tragar as retas, temos um tridangulo com um
angulo de 90° (triangulo retangulo).
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Para calcular a altura dessa arvore, o jogador utiliza a razdo trigonomeétrica tangente de 45°que é
igual a 1, e a distancia entre a arvore e o personagem. Entdo temos:

cateto oposto
cateto adjacente

tgb =

altura

tg45°=—F——— :
distancia entre arvore e personagem

Substituindo os valores e usando a regra de trés simples, temos:

altura 1 altura
- 27 = 1 27 =
= altura X1 = 1x27 = altura = 27

Portanto, a arvore possui 27 blocos.

> SENO ou SINUS (sin): é a razdo entre a medida do cateto oposto ao angulo de referéncia e a medida
da hipotenusa;

medida do cateto oposto ao angulo 3
medida da hipotenusa

sinf =

> COSSENO (cos): é a razdo entre a medida do cateto adjacente
ao angulo de referéncia e a medida da hipotenusa;

_ _medidado cateto adjacente ao dngulo 8
cosp = medida da hipotenusa X

> TANGENTE (tg): é a razdo entre a medida do cateto oposto
ao angulo de referéncia e a medida do cateto adjacente ao Y
mesmo angulo.

. A A palavra cosseno tem origem
. _ medida do cateto oposto ao angulo 3 o laim complementt sints
9B = medida do cateto adjacente ao angulo 3 [seno: do complemenito)

abreviada para cosinus no
século XVII por Edmund Gunter,
indicando o seno do dngulo

complementar (90° - x). O

¥ Neste material, usaremos sin pa -
¥ indicar o seno, de acordo com a
padronizacto Internacional. tendo
em vista que as Ilinguagens de
programacgao, calculadora e outros
_utilizam essa simbologla.

termo evoluiu de tradugBes
arabes de conceitos indianos,
onde o seno era "jibd' (corda),
evoluindo para sinus e depois
adicionando o prefixo co-
(complemento).



Exemplo.

1) Para consertar um telhado, o pedreiro Pedro colocou uma escada
de 8 metros de comprimento numa parede, formando com ela um
angulo de 60°

3 1
Sabendo que: sin 60° = AZL, tg 60° = \/5 e cos 60° = -

A altura da parede que o pedreiro apoiou a escada é

a) 5m. c) 8 m. e) 4m.
b) 4vV3m. d) 8v3 m.
Solucdo:

Para resolvermos essa situag¢ao, precisamos verificar quais informacdes temos.

13) O tamanho da escada (8m): para a nossa resolucdo, ela sera a nossa hipotenusa, por estar oposta ao
angulo de 90° formado pela parede da casa e o solo;

22) 0 angulo de referéncia (60°): podemos observar que temos dois angulos, mas o angulo que vai ser
referéncia é o agudo e néo o reto (90°);

3?) A razdo trigonométrica que sera utilizada (cos 60°): se temos hipotenusa (comprimento da escada)
e queremos encontrar a altura da parede (cateto adjacente a 60°), entdo a razdo a ser utilizada é o
COSSeno.

Feito isso, vamos substituir os valores (0 cateto adjacente sera x e o cos 60 sera T de acordo com a

questdo):
medida do cateto adjacente X 1 x
0 — 0o - — —_— = —
C0SI605= medida da hipotenusa = €05 60° = 8 = 2 8
Utilizando a regra de trés simples, temos:
1 _x rreg o 2x_8 _ 4
> > = 8 = X = = S = 5 > x=

Logo, a altura da parede sera de 4 metros.

Angulos Notaveis
Sdo angulos que aparecem frequentemente em situagdes /4 Ié 60°

relacionadas as razoes trigonométricas. Sdo eles os angulos de
30°, 45° e 60° Nesses casos, geralmente conhecemos os valores Origem Geométrica

do seno, do cosseno e da tangente, que estdo disponiveis na  Saber de onde esses numeros vem
tabela dos angulos notaveis. Esses angulos sdo muito Gteis para  ajuda muito se vocé esquecer a

facilitar a resolucdo de problemas de trigonometria. tabela:
e 30° e 60° : Vem da divisao de
Seno, cosseno e tangente de 30° e 60° um triangulo  equilatero  ao
meio. A altura do triangulo cria
Considere tridangulo A ABC, no qual I é a medida dos os angulos de 30° e 60°
lados e h é a bissetriz do 4ngulo BAC e, também, a altura relativa e 45° : Vem da diagonal de um
ao lado BC (isto significa que h é perpendicular B_C, formando quadrado. Ao cortar o

A o . . quadrado ao meio, vocé obtém
um angulo de 90°), como podemos ver na figura a seguir.

um tridngulo retangulo isosceles
com angulos de 45°,

Fonte: Elaborado no Canva
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Fonte: Elaborado no Canva

, . /3
Portanto, a alturah éiguala ——.

2

A partir disso, temos as seguintes razdes:

sin30"=é_%x%=%

cos 30° = NZE =%x% _ %
sin60” = I? SUCHVE R
cos 60° = % =%x+ _ %

tg 60 _ = .2 _ 3

Seno, cosseno e tangente de 45°

Considerando um tridngulo retangulo e isosceles AABC,

Como o tridangulo AABC é equilatero, temos que

AB=CA=BC = 1, além disso AH éaaltura h, entdo
_— = 1
BH = HC = EIE Assim, o triangulo AAHC serd um

triangulo retangulo. Podemos, entdo, aplicar o
Teorema de Pitdgoras para achar o valor de h:

#Ouando houver uma raiz irracional no¥y
denominador de uma fragao, opta-se por
racionalizar este denominador: & multiplicado
tanto o numerador quanto o denominador da
fragdo por um fator racionalizante (em
S walguns casos, esse fator & a prépria raiz).

D G
conforme a figura a seguir, no qual ¢ é a medida dos catetos e {+/2 é ¢ &f
a medida da hipotenusa, que pode ser determinada pelo Teorema o “45¢
de Pitagoras. i =
Com base nesse triangulo, obtemos as seguintes razdes: W2 - d 1
- ! 1 \2 \2 \2 "
sin45 = = X = = ’
Wz A2 42 V& 2 o
£
N 45 -



l
cos 45° = l =

Organizando os angulos e as razdes, temos a seguinte tabela:

Angulos
30° 450 60°
m| L A EE
R| " 2 2 2
a
B A2 1
% COS > > >
o E
o t = 1
g 3 \3

Exemplo. (PAEBES- Adaptada). Um telhado sera instalado entre dois prédios de um condominio, de
forma que sua inclinagcdo em relacdo ao prédio maior sera de 60°, conforme representado no desenho
abaixo.

F

[=1o 0
4

29 m

Jouood
Jogoog
000

0000

|_|
Qual sera o comprimento x desse telhado?
Solucao:

Observando a figura, temos as seguintes informagdes:

e A diferenca entre as alturas dos prédios é de 9 m que corresponde ao cateto adjacente de 60

e O comprimento desse telhado corresponde a hipotenusa.
A razdo trigonométrica que usa cateto adjacente e hipotenusa é o cosseno, entdo temos:

1 9
cos 60° = — = - =
X 2 X
Usando a regra de trés simples, temos:
1 9
2= > 1.x=9.2 = x =18

Portanto, o comprimento do telhado é de 18 metros.

Exemplo. (Encceja 2020) Uma gangorra deve ser construida apoiando-a pelo ponto médio num suporte
central de 0,5 metro de altura. Seus assentos, situados em suas extremidades, devem atingir no maximo
1 metro de altura e, ao tocar o solo, formar com este um angulo de 30° qualquer que seja o lado da
gangorra a tocar o solo.

53



I
]
irfotaits

Para que os assentos ndo ultrapassem a altura maxima estabelecida, o comprimento da gangorra, em

metro, deve ser
a) 0,50. b) 1,00.
Solucao: Alternativa [D]

A gangorra deve ter um comprimento de:

sin30°= —

Exemplo. (Unesp 2020) Uma das finalidades da Ciéncia
Forense ¢ auxiliar nas investigacdes relativas a justica civil
ou criminal. Observe uma ideia que pode ser empregada na
analise de uma cena de crime.

Uma gota de sangue que cai perfeitamente na
vertical, formando um angulo de 90° com a horizontal,
deixa uma mancha redonda. A medida que o angulo de
impacto com a horizontal diminui, a mancha fica cada vez
mais longa.

As ilustracdes mostram o alongamento da gota de
sangue e a relagdo trigonométrica envolvendo o angulo de
impacto e suas dimensdes.

0 1,15 d) 2,00.

2m

Alongamento da gota de sangue

Alongamento
Angulode " » da gota de
impacto da sangue
gota de sangue ﬁ'

Relagé&o trigonométrica

T%
S/~ _
i/
&7/ Angulo o~
=/ impacto

Comprimento |

‘H“‘

{Ana Paula Sebastiany ef al. "A utilizagao da Ciéncia Forense e da
Investigagao Criminal como estralégia didatica na compreensdo de
conceitos cientificos”. Didaclica de la Quimica, 2013, Adaptade.)

Considere a coleta de uma amostra de gota de sangue e a tabela trigonométrica apresentada a seguir.

a sena | cosa tga
31° | 051 | 085 | 060
Largura (cm)

0. 1 2 3 37° | 060 | 080 | 075
§ 4 53 | 080 | 060 | 132
(=]

g 2 5° | 085 | 051 | 166
E 4l
5§ o0 740 | 096 | 028 | 350

De acordo com as informagdes, o dangulo de impacto da gota de sangue coletada na amostra foi de

a) 37° b) 74° c) 59°

Solucdo: Alternativa [A]

d) 53°

e) 31°



Desde que o seno do angulo de impacto, °c é dado pela razdo entre a largura e o comprimento da gota
de sangue, temos

sena = L 0,6.
2,5
Portanto, da tabela, segue que cc =37°.

Exemplo.

(Enem PPL 2021) Um brinquedo muito comum em parques de diversdes é o balango. O assento de um
balanco fica a uma altura de meio metro do chdo, quando ndo estd em uso. Cada uma das correntes que
o sustenta tem medida do comprimento, em metro, indicada por x. A estrutura do balanco é feita com
barras de ferro, nas dimensdes, em metro, conforme a figura.

Interbits®

Nessas condi¢oes, o valor, em metro, de x é igual a
a) J2-0,5 b) 1,5 0 J8-0,5 d) J10-0,5 e) J8
Solucgdo: Alternativa [C]
Como o triangulo de lados 3 m, 3 m e 2 m é isdsceles, tem-se que
(x+0,5)2 =32 -12 = x = (/8 -0,5)m.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Questdo 01. (Encceja 2020) O dono de um O fabricante escolhido por ele apresenta quatro
restaurante deseja instalar um toldo para cobrir =~ possibilidades de comprimento de lona, listadas
uma regido plana retangular de seu  noquadro.

estabelecimento. Esse toldo consiste numa lona,

apoiada por quatro hastes perpendiculares ao Tipo Comprimento
chdo: duas com 3 m e duas com 1 m cada. A (m)
distancia entre uma haste menor e uma maior é I 2,30
igual a 2 m, conforme ilustrado na figura. 1I 2,90
; 111 3,20
/ v 370

Comprimento

1
]
! e
da lona ; 2 i
E e O dono do restaurante decide comprar a lona de
o | & menor comprimento que seja capaz de atender
o .
5 suas necessidades.
Tm E
B 2m Alona que ele comprara € a do tipo
I
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a)l b) IL c) IIL d) IV.

Questao 02. (G1 - ifpe 2019) Analise a figura a
seguir e responda o que é solicitado.

F"

/ J
i

solo

Um avido esta voando paralelamente ao solo
conforme demonstrado na figura. Marcelinho,
cuja distancia dos olhos até o solo é de 1,5 m,
avista o avido com um angulo de visdao de 30°
Nesse momento, a distancia do avido ao solo é
igual a

a) 6,5\/§ m. d) 6,5 m.

06. (G1 - ifpe 2019)

Cama com Escorregador de Madeira Macica
na Cor Castanho Exclusivo

Disponivel em: <https://iwww.megamobilia.com bricama-com-escorregador-
madeira-macica-na-cor-castanho-exclusivo-p5242/>
Acesso em: 10 maio 2019,

A imagem mostra uma cama com escorregador
acoplado. Sabendo que o escorregador tem 1,10
metros de altura e que sua inclinacao, em relacdao
ao plano horizontal, é de 32° o comprimento desse
escorregador (parte por onde se escorrega), em
metros, é, aproximadamente,

Dados: sin 32° = 0,53; cos 32° = 0,85 e tg 32° =0,62

a) 0,935. d) 0,583.
b) 1,294. e) 2,075.
) 1,774.

Questdao 03. (G1 - cotil 2019) A acessibilidade
urbana é um tema que merece atencdo,

especialmente quando as cidades crescem sem que
haja planejamento de agbes que garantam o
bem-estar, a seguranca e a autonomia no uso de
equipamentos urbanos por pessoas com algum
tipo de limitacdo, seja ela de mobilidade, idade ou
percep¢do. Assim, para a constru¢do de uma
rampa de acesso, calculando-se sua inclinagdo,
usa-se a seguinte expressao matematica:

hx100
C

em que:
I éainclina¢ido da rampa em porcentagem;
h éaaltura do desnivel,

C é 0 comprimento da projecio horizontal.

=

L c I

Qual é o angulo formado em uma rampa que
possui 100% de inclina¢do?

a) 180° b) 90° c) 60° d) 45°
Questdo 04. (Enem (Libras) 2017) A famosa Torre
de Pisa, localizada na Itdlia, assim como muitos
outros prédios, por motivos adversos, sofrem
inclinacoes durante ou apds suas construgdes.

Um prédio, quando construido, dispunha-se
verticalmente e tinha 60 metros de altura. Ele

sofreu uma inclinag¢do de um angulo o e a projecdo
ortogonal de sua fachada lateral sobre o solo tem

largura medindo 1,80 metro, conforme mostra a
figura.

Inteshits &




O valor do angulo de inclinagio pode ser
determinado fazendo-se o uso de uma tabela
como a apresentada.

Angulo o< (Graw) | Seno
0,0 0,0
1,0 0,017
15 0,026
1,8 0,031
2,0 0,034
3,0 0,052

Uma estimativa para o angulo de inclinagcdo <,
quando dado em grau, € tal que

a)0< o <10 d)1,8 < o< <
2,0

b)1,0< < <15 €)2,0< < <30

€)1l5<0oc <18

Questdo 05. (Puccamp 2017) Burj Khalifa,

localizado em Dubai, é considerado o edificio mais
alto do mundo, com cerca de 830 m A figura ao
lado da fotografia representa a extensdo vertical
desse edificio altissimo, dividida em 8 niveis
igualmente espacados.

830m
Ng ——
|
N, Aﬁf
N, + Figura fora de escala

},\P

1

Burj Khalifa 300 m

Dado: adote v3 = 1,73 em suas contas finais.

Utilizando os dados fornecidos, um feixe de laser
emitido a partir do ponto indicado na figura por P
atingiria a coluna central do Burj Khalifa,
aproximadamente, na marca

a) Ns. o N,. e) N;.
b) N. d) N,.
GABARITO

Q.01: D, Q.02: E, Q.03: D, Q.04: C, Q,05: A.

TRIGONOMETRIA NA CIRCUNFERENCIA

Arcos de Circunferéncia

Os pontos A e B determinam dois arcos de circunferéncia que podem ser indicados por A4B.
Quando ndo ficar evidente a qual arco estamos nos referindo, podemos inserir um ponto entre as

extremidades A e B e utilizar a notac¢do ARBou ASB para identificar cada arco.

ARB T

Fonte: Elaborado no Geogebra

Y
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Se as extremidades A e B coincidem, um dos arcos fica reduzido a um ponto e o outro € a propria
circunferéncia. Eles sdo chamados, respectivamente, de arco nulo (angulo de 0°) e de arco de uma volta
(@ngulo de 360°). Esse valor atribuido a esses angulos é referente a medida do angulo central (composto

A A
por os dois pontos e o centro da circunferéncia. Ex.: ACB € BCA). Quando as extremidades se encontram
nas pontas de um didmetro, temos duas semi circunferéncias ou arcos de meia-volta. Nesse caso, o

angulo sera de 180° (BCA).

A=B A=B
1 Angulo de 180°
5 A c A 180°
& Q
5 0 ® b u 0 B A ® aa
B =1 0 1B
= Angulo de 0° Angulo de 360° =

Fonte: Elaborado no Geogebra
Radiano
Um radiano é a medida de um angulo central de uma

circunferéncia que corresponde a um arco cujo comprimento € igual ao
raio dessa mesma circunferéncia.

Relacdo Entre Grau e Radiano

Seja r o raio de uma circunferéncia e seu comprimento igual a
=

271, temos: 2 Xm = 6,28 - r cabe 6,28 vezes dentro do comprimento da _
. A . . = BA

circunferéncia ,sendo que um arco de comprimento igual a r "

corresponde a 1 rad , entdo o arco de comprimento 27r (ou seja, toda a Fonte: Elaborado no Canva

circunferéncia) corresponde a um angulo central de 27 radianos.
Portanto, 27 rad é igual a 360°.

Diante disso, podemos fazer a conversdo de qualquer
grau para radianos e vice-versa.

4Vocé viu no fundamental q
¥ o comprimento de uma
circunferéncia & calculado

Exemplo: Y, pela formula C = 2mr
1) Faca a conversao de grau para radianos dos seguintes

angulos.

a) 90° b) 45° c) 180° d) 270°

Resolucao:

a) Para fazer a conversdo basta usar a regra

de trés simples, usando a relagao 27 = 360°: 360.x =
2 — 3607 90 1t +90
x —90° — X T 360+90 - =
360.x = 90.2n - 360x = 180™ T
4
180 T +180 h1
- X = 7360+ 180 - X =Ty ¢) Analoga as alternativas anteriores, temos:
b) Mais uma vez, usando a regra de trés , temos: 2w — 360°
21 — 360° x —180°
X — 459 360.x = 180.2m—>360x = 360™



. _ 360m . B
X = 360 X =T

d) Andloga as alternativas anteriores, temos:
27 — 360°
x — 270°
360.x = 270.2n—>360x = 540w

Medida De Um Arco De Circunferéncia

540 ™ +180
360 + 180

31
- x =,

Ja sabemos que 27 rad equivalem a 3609, e com essa informacdo podemos transformar qualquer
angulo em graus para radianos. Além disso, podemos calcular o comprimento de um arco usando essa

relacdo, entdo, temos:

Graus (°) —Radianos (rad) — Comprimento da circunferéncia ()

360° — 27t rad — 27t
3600 — 27ty

De acordo com a regra de trés,temos:

- em graus,
360.0=0.27r &S (U=

- em radianos,

2nrad.l=0.2nr L

Circunferéncia trigonométrica

0.2nr
360

0.mnr 0
e= 180 @ e= 180.1'[7"
& (=0.r

Para entender a circunferéncia trigonométrica , imaginamos uma circunferéncia com centro
em O e raio igual a um. Colocamos, também, um sistema de eixos cartesianos de modo que o ponto O
coincida com a origem desse sistema. Isso faz com que a circunferéncia se divida em quatro partes que

chamamos de quadrante.

Sentido Anti-Horario
(+)

(o] A (o)

r=1cm X

i v

Sentido Horério
)

Fd

F /_,,.- —14 ~

4

| 11
Y00 —

Sentido Anti-Horario

A 0° ou 0 rad e 360° ou 2 %t

>

Fonte: Elaborado no Canva

No ciclo trigonométrico temos também arcos negativos e arcos maiores que 360°.
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a) @ = 495° = 360° + 135° b) @ = - 120°

495%0u -l-ll—ﬁ

Fonte: Elaborado no Geogebra

Arcos Congruos y

Vamos imaginar um ponto P no ciclo J_; e
trigonométrico. E interessante notar que i
existe uma quantidade infinita de arcos que
comec¢am em A e terminam em P. Para
entender isso, basta pensar que, a partir de P,
podemos fazer voltas completas ao redor da -QDD
A

. A . . ’ . + &L
circunferéncia, isto é, percorrer arcos cuja A
medida seja multipla de 27, seja no sentido
hordrio ou anti-hordrio. Veremos como
localizar o angulo de 450°.

Podemos decompor o 4509 levando

em consideragcdo que uma volta completa é
3600 temos: 450° = 360° + 90°.

y
I o —6B30° T
2 1

Agora, observe estes dois
arcos, eles tém a mesma
extremidade que o arco anterior,
sendo que o ciclo de arco - 630°
faz a volta no sentido horério.

‘J‘J"{mi ("
zlp

s, 00°

o

Nos trés, os arcos tém a ] °lo A

mesma extremidade P. Nesse
caso, dizemos que esses arcos sao
congruos.

Fonte: Elaborado no canva

Diante disso, temos:

Em um ciclo trigonométrico, quando dois ou mais arcos tém a mesma origem e extremidade,



dizemos que eles sdo congruos entre si. Portanto, se um arco

# Lembre-se que algumas vezes%
o angulo central podera vir 3
# em radianos, para isso, vocé
§ pode fazer a conversio §

AP de medida g, com 0° < g < 360° ou O < B < 27, as medidas

A
dos arcos congruos a AP podem ser escritos da seguinte forma:
p + k x 360° ou g + K x 27, sendo k um niimero inteiro.

N
O arco AP de medida p é a primeira determinagdo
positiva dos arcos congruos a ele.

Quando temos um arco congruo e ndo sabemos qual é a
12 determinacdo, podemos dividir a medida do arco por 360°

2 o quociente indica o nimero de voltas que esse arco da.

-270

N2

O resto € o arco. Mas, nesse caso que ele se apresenta como um niimero negativo, esse valor nao
é a 12 determinacdo (é quanto o arco ainda percorre depois de completar uma volta no sentido horario).

Exemplo. Imagine uma roda-gigante moderna instalada em um parque de diversdes, como a Roda Rico
em Sdo Paulo. Para fins de calculo, a roda-gigante é modelada como um ciclo trigonométrico, onde o
centro da roda coincide com a origem do sistema de eixos cartesianos e o raio é unitario (r=1). O ponto de
embarque dos passageiros localiza-se na origem dos arcos, o ponto A (1,0). O sentido positivo do
movimento é o anti-horario.

1) Um passageiro entrou na roda-gigante e, devido a um teste de manutencdo, a roda realizou um giro
total de 1690° no sentido anti-horario. Quantas voltas completas a roda-gigante deu e qual é a primeira
determinagdo positiva desse arco?

2) Apo6s o percurso de 16909 em qual quadrante do ciclo trigonométrico a cabine do passageiro parou?
Justifique.

3) Se um segundo teste fizesse a roda girar radianos, qual seria a primeira determinacdo positiva

2
deste arco em radianos e a quantos graus ela corresponderia?

Resolucao:
1) Para determinar o nimero de voltas e a posicdo final, dividimos a medida total do arco por 360°.

1690 360
-1450 | 4 -> voltas

250
N2

é a primeira determinacéo positiva

Logo, a roda gigante deu 4 voltas e parou no correspondente a 250°.
2) O ciclo trigonométrico é dividido em quatro quadrantes. Para localizar 250, analisamos os
intervalos:

1° Quadrante: 0°< x < 90° 30 Quadrante: 180°< x < 270°
29 Quadrante: 90° < x < 180° 4% Quadrante: 270° < x < 360°
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Como 2500 esta entre 180° e 270 entdo o passageiro parou no terceiro quadrante.
3) Primeiramente, precisamos descobrir qual a 1* determinacdo positiva, para isso, podemos decompor
essa fracdo:

35 B 32T 31 B 3T . 12 det . ., 3m
> = >~ + —5 = lém + —— ouseja, al?determinagao é—— .
Feito isso, agora é s6 lembrar da relagdo 2m ——— 360°:

o 31 2. X 540m
2m — 360 2n.x:T.360 n - om
3m ‘ 1080w . o

— T X Zn.x:T x = 270

Portanto, a 12 determinacao é ou 270°.

2

Exemplo. (Ueg 2016) Na competicao de skate a rampa em forma de U tem o nome de vert, onde os atletas
fazem diversas manobras radicais. Cada uma dessas manobras recebe um nome distinto de acordo com
o total de giros realizados pelo skatista e pelo skate, uma delas é a “180 allie frontside”, que consiste num
giro de meia volta. Sabendo-se que 540° e 900° sdo congruos a 180°.

Um atleta que faz as manobras 540 Mc Tuist e 900 realizou giros completos de

a) 1,5 e 2,5 voltas respectivamente. d) 3,0 e 5,0 voltas respectivamente.
b) 0,5 e 2,5 voltas respectivamente. e) 1,5 e 4,0 voltas respectivamente.
c) 1,5 e 3,0 voltas respectivamente.

Solucdo: Alternativa [A]
540°:360° =1,5 voltas
900°:360° = 2,5 voltas

Exemplo. (Unesp 2019) Os pontos P e Q sobre a superficie da Terra possuem as seguintes coordenadas
geograficas:

Latitude | Longitude

P 30°N 45°L
Q 30°N 15°0
Considerando a Terra uma esfera de raio r = 6.300 km a medida do menor arco e ) sobre a linha do
paralelo 30°N é iguala
2) 1.15014/3 km 0 1.05014/3 km 0 1.35014/3 km
b) 1-250my/3 km d) 1:320mV3 km

Solucdo: Alternativa [C]
Seja r oraio da circunferéncia de centro C correspondente a latitude 30° N. Logo, temos

;
cos30°=—— < r =3150v3 km.
6300 V3

- m m Tt
Portanto, sendo PC'() = YT grad" vem

PQ = 2-3150\/5 —1050Ty/3 km.



Exemplo. (Enem PPL 2019) As coordenadas usualmente utilizadas na localiza¢do de um ponto sobre a
superficie terrestre sdo a latitude e a longitude. Para tal, considera-se que a Terra tem a forma de uma
esfera.

Um meridiano é uma circunferéncia sobre a superficie da
Terra que passa pelos poélos Norte e Sul, representados na
figura por PN e PS. O comprimento da semicircunferéncia
que une os pontos PN e PS tem comprimento igual a 20 016
km. A linha do Equador também é uma circunferéncia sobre
a superficie da Terra, com raio igual ao da Terra, sendo que o \.
plano que a contém é perpendicular ao que contém qualquer

meridiano.

Equador

Seja P um ponto na superficie da Terra, C o centro da Terra e

o segmento PC um raio, conforme mostra a figura. Seja ¢ o

angulo que o segmento PC faz com o plano que contém a Meridiano

linha do Equador. A medida em graus de ¢ €é a medida da
latitude de P.

Suponha que a partir da linha do Equador um navio viaja subindo em direcdo ao Pdélo Norte,
percorrendo um meridiano, até um ponto P com 30 graus de latitude.

Quantos quildmetros sdo percorridos pelo navio?

a) 1668 b) 3336 c) 5004
d) 6 672 e) 10 008

Solucdo: Alternativa [B]

Sendo % = % podemos concluir que a resposta é 20016 _ 3336 km.
Exemplo. (Enem PPL 2019) Uma pista circular delimitada por duas /’_: Sy
circunferéncias concéntricas foi construida. Na circunferéncia interna ///" T %

. . ~ P [ N
dessa pista, de raio 0,3 km, serdo colocados aparelhos de ginastica [/ \\
localizados nos pontos P, Q e R, conforme a figura. “ Ré’ % 5 i
O segmento RP é um diametro dessa circunferéncia interna, e o angulo \\\ \“\ //‘/ ,/‘('

— NN i
T o, NG 7 /
PR(Q) tem medida igual a — radianos. N

5 —

Para uma pessoa ir do ponto P ao ponto Q andando pela circunferéncia interna no sentido anti-horario,
ela percorrerd uma distancia, em quilometro, igual a

a) 0,009 b) 0,031 ¢) 0,06m d) 0,12 e) 0,18m

Solucdo: Alternativa [D]

Desde que PRQ é inscrito, podemos concluir que o menor arco PQ corresponde a 2™ ad. Portanto, a
5

resposta é igual a 25_“ .0,3=0,12wckm.

Exemplo. (Ufms 2020) As 12 horas, os ponteiros dos minutos e das horas se superpdem, e as 13 horas

eles fazem um angulo de 30°, Seguindo esse raciocinio, o valor da soma dos angulos formados as
15h30min e as 18h40min é:
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a) 1500 b) 115 c) 75°. d) 400
Solucdo: Alternativa [B]

0 angulo percorrido pelo ponteiro das horas em 30 minutos corresponde a % =15°. Logo, como 0

e) 359

angulo entre as posicdes 3 e 6 corresponde a 3-30° = 90°, podemos concluir que o angulo as 15 h 30min

é 90°-15°=75°.
De modo inteiramente andlogo, para o hordrio de 18 h 40min, temos 60° —20° = 40°.
Arespostaé 75°+40°=115°.

Associando angulos centrais e arcos no ciclo trigonométrico

A relagdo entre angulos centrais e os pontos no ciclo ¥
trigonométrico se baseia na ideia de que cada arco da
circunferéncia com origem A(1,0) e extremidade em P tem P
medida numericamente igual ao seu angulo central. Essa ideia
ajuda a entender como podemos associar qualquer valor real a
um arco, em radiano, no ciclo trigonométrico.

Sentido Anti-Horédrio

™

A(L,0)

N

{
~ Vamos, agora, associar um ndmero real m a um dnico arco olo
AP da circunferéncia trigonométrica, dado que:
e O ponto A (1,0) esteja associado ao nimero m = 0;

e um numero real m seja associado a um arco AP tal que o
comprimento seja igual a |m|; e

e sem > 0, o arco AP sera determinado sobre o ciclo no
sentido anti-hordrio; y

e sem<0,oarco AP seradefinido no sentido horario.

Observe 0s arcos a seguir:
a) Para localizar o ponto associado ao arco de comprimento

21 . . . ..
— - partimos de A e, no sentido anti-horario, percorremos um

o]

Sentido Horério

arco com esse comprimento na circunferéncia.

21 -~ 21
p== ; med(Ap)=—5~

b) Para localizar o ponto associado ao arco de comprimento

Fonte: Elaborado no Canva

T
-3 (valor negativo), partimos de A e percorremos um arco de
comprimento na circunferéncia no sentido horario.
T - T
p=-— ; med(AP)=— < 7
Seno e Cosseno no Ciclo Trigonométrico =

Considere o triangulo AABC:

3= =filfou = =




sinB=% cosB=ﬁ th=L

Fonte: Elaborado no Geogebra
Agora, vamos inserir esse tridangulo no ciclo trigonométrico:

1
= [}
- i i
I

¥ Lembrando que a h{potenusa

b
/
|'I o \||M b desse triangulo terd o mesmo
'i1 5 = ® ? > valor do raio, ou seja, serd
—\ TR x % igual a um,
Ve i / =
I /
)/
I
A
I
s <
I
I
Fonte: Elaborado no Geogebra Fonte: Elaborado no Canva

Associamos m = med (MP) ao angulo central POM no circulo trigonométrico. Em seguida,
passaremos a definir o seno e o cosseno a partir de m:

Y [ —
1
e : Dado um ntimero real m qualquer, associado ao arco MP do
— S . . ’ . o e
ya \\ip - ciclo trigonomeétrico, definimos:
I.\\\
/£ ; P\ e seno de m como a ordenada de P, ou seja,
[sSInm =Y 1
( o) LS . Y g
T 5 T § § sinm = =~ —osinm=y;
\ 1 II
\ = 1 . .
\\ EMEE / e cosseno de m como a abscissa de P, ou seja,
N A X
S A cosm = T~ —C0sm =X
~—t— [
L}

Fonte: Elaborado no Canva
No ciclo trigonométrico, o eixo das abscissas também é chamado de eixo dos cossenos,
enquanto o eixo das ordenadas recebe o nome de eixo dos senos.

No ciclo trigonométrico, a ordenada de um ponto P é positiva se ele se encontra nos quadrantes I
ou II e negativa se estiver nos quadrantes III ou IV; da mesma forma, a abscissa é positiva quando P
pertence aos quadrantes I ou IV e negativa quando pertence aos quadrantes II ou III. Assim, se um ponto
P correspondente a um nimero real m situa-se no quadrante:

Quadrante Sinal de seno e cosseno de m
I sinm>0ecosm >0
II sinm>0ecosm<0
11 sinm<0ecosm<0
I\Y sinm<0ecosm>0
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Tangente no Ciclo Trigonométrico

No ciclo trigonométrico, a tangente de um angulo, indicado
por m, (simbolizada por tg m) é definida utilizando uma reta
auxiliar chamada eixo das tangentes. Este eixo é uma reta t
paralela ao eixo dos senos, tangente a circunferéncia no ponto
A (1, 0) e com a mesma orienta¢do do eixoy.

s
> 2
comprimento do arco MP do ciclo trigonométrico. Definimos a
tangente de m como a ordena‘(E' do ponto T, determinado na
intersecdo entre o eixo te areta OF.

Seja um numero real m, com m # + nxk(k€Z), o0

£ | (eixo das tangentes)

O N x

=

Fonte: Elaborado no Canva

Origem da palavra tangente

A padlavra tangente tem origem no
latim tangens, -entfis, o participio
presente do verbo tangere, que
significa "tocar". Literalmente, traduz-
se como 'o que toca”, referindo-se,
na geometria, a uma linha que
encosta numa curva ou circunferéncia
em apenas um unico ponto, sem
cruzé-la.

L —

M
Ex.: Se m = —~ rad ou 909, a fungdo tangente fica indefinida, pois areta OF passa a ser paralela ao eixo

2
das tangentes.

Nas figuras a seguir, podemos observar o sinal da tg m em cada quadrante:

A ) t
(eixo dus tangenies) A (rixo das fangenjes)
y oP
i igm
gm
1 P \
® M X
O M x |
an >
=1

=1 \




A t
Y| (eixo dns tangentes)
T
igm
o M
]
p
=1
oP

Os angulos notaveis ficam da seguinte forma:

' Q)

-

I3

“r

Fonte: Elaborado no Canva

t] feixo das tangentes)

m = 0 (0%)
sin 0=0
cos0 =1
tg 0=0

A
y
g m
O M X o
] L
=]
—
\OP
'y
Z (300
v 1= 24307
s I
Bl =
6 2
l:!:J,‘SE—ﬁ
05 g &
z y2
> B2
0.5
X
'y
e
‘v/f;; m = 2 (60%)
T A3
3"z
om 1
s
T
Iﬂ;;\iﬁ
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5 - Lk}
v m= (90° y| : m= (1807)
gin =1 sin =0
cos =0 cos = -1
tZ = ndoestd tg-=0
definida
13 L
. X
A
m= (270% y | : m=2 (3607
gin =-1 sin0=0
cos =0 cos0 =1
r— tg0=0
tg = ndoestd definida :
0 I

Uma volta ou 2607

Fonte: Elaborado no Geogebra

Reducao ao 1° Quadrante

Com base nos valores do seno, cosseno ou tangente de angulos no primeiro quadrante do ciclo
trigonomeétrico, é possivel determinar os valores correspondentes dessas fung¢des para pontos situados
em qualquer outro quadrante. Para isso, utilizam-se conceitos de reflexao simétrica.

Reducado do 2° para o 1° quadrante

Para calcular o seno, o cosseno ou a tangente de um angulo m relacionado a um arco de
extremidade P localizado no segundo quadrante da circunferéncia trigonométrica, comparamos P com
seu ponto correspondente P1 no primeiro quadrante, que é simétrico em relacdo ao eixo y. Nesse caso, se
med ( AP) = 0, entdo med ( ,4{151) =7-0

A A
y t Y t

cosm=-cos

p=mn-0

sin m = sin

f=n-0

v
v

- 5




tgm=-tgfp
p=n-6

v

Fonte: Elaborado no Geogebra

Reducao do 3° ao 1° quadrante

Para calcular o seno, o cosseno ou a tangente de um angulo m relacionado a um arco de
extremidade P localizado no 3° quadrante da circunferéncia trigonométrica, comparamos P com seu
ponto correspondente P1 no primeiro quadrante, que € simétrico em relagdo ao ponto 0. Nesse caso, se
med ( Ap) = 6, entdo med (AP,) = 0 - .

A A
y t 4 t
Sinm=-sinp cos m = - cos B
B=0 - =x BZO-R
1 > >
X X
p o
A
y t
tgm=tgp
B=6 - =

v

Fonte: Elaborado no Geogebra
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Reducdo do 4° ao 1° quadrante

Agora, vamos ver como calcular o seno, cosseno e tangente de um angulo m relacionado a um
arco de extremidade P localizado no 4° quadrante da circunferéncia trigonométrica; para isso, mais
uma vez, fazemos a comparagdo entre P e seu simétrico P1 (que € simétrico em relag¢do ao eixo x) que
estad no primeiro quadrante. Nesse caso, se med (AP) = 0, entdo med ( AP;) = 27 - 0.

o T1 4 T1
t
b i y
sin m = -sin f P, cos m = cos P,
il p=2m-0 [~
05
> 0 /OR\ * A
1 X A Q ’ x’
= P = P
tem=-tgp
p=2mn-0
>
X
= P ‘\‘
\\T
Fonte: Elaborado no Geogebra

Exemplo. (UFRGS) Considere as afirmacdes a seguir:

I. tan 92° = — tan 88° III. tan 268° = tan 88°

IL tan 178° = tan 88° IV. tan 272° = — tan 88°
Quais estdo corretas?
a) I, 111 b) III, IV ) LI, IV d) I, I, IV e) I1, III, IV
Resolucgao:

Primeiramente, faremos a reduc¢do ao primeiro quadrante como vimos anteriormente:
920 >180° - 920 = 88°
178° > 180° - 1780 = 20
2689 - 268° - 180° = 88°
2720 > 3600 - 2720 = 88°



Agora, vamos verificar o sinal da tangente em cada quadrante:

[11° Quadrante [ z° Quadrante
] 4° Quadrante [] 3 quadrante

Como podemos observar, no primeiro e terceiro quadrante a tangente é positiva, ja no segundo e
quarto quadrante a tangente é negativa. Entdo, as afirmativas verdadeiras sdo a I, I1I e IV,, alternativa D.

Lei dos Senos e Cossenos

As leis dos senos e dos cossenos sdo ferramentas fundamentais da trigonometria aplicadas a
triangulos quaisquer, permitindo calcular medidas de lados e dangulos que ndo seriam possiveis apenas
com as razoes trigonomeétricas do triangulo retangulo.

> Lei dos Cossenos: Esta lei estabelece que, em qualquer tridngulo, o quadrado de um lado € igual a
soma dos quadrados dos outros dois lados, subtraida do dobro do produto desses dois lados pelo
cosseno do angulo formado por eles.

@ = b +¢ — 2bc. cosA
b2 = a2 +c2 — 2ac. cos B

c2 = a2 + b2 — 2ab. cosC

Classificacdo de Triangulos: Uma aplicacdo importante da Lei dos Cossenos € a classificacdo de
um triangulo (considerando a como o maior lado).
[J Retangulo:Sea’ = b° + ¢
[J Acutangulo: Se @ <b +c
[J Obtusangulo:Se a° > b + ¢

SELMA CAPARAOZ

Exemplo. (UER] — adaptada) Ao coletar os dados para um
estudo topografico da margem de um lago a partir dos
pontos A, B e T, um técnico determinou as medidas AT =

N
32 m, BT =13 me AT B=120° representadas no esquema
abaixo:

Calculando a distancia, em metros, entre os
pontos A e B, definidos pelo técnico nas margens desse
lago, a distancia é de, aproximadamente:

A) 38 metros D) 41 metros
B) 39 metros E) 42 metros
C) 40 metros
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Resolucdo: De acordo com as informacgdes da questao e com a lei dos cossenos, temos:
2 2 2 ~
a =b + ¢ — 2bc.cosT
2

a° = 13" + 32° — 2.13.32. cos 120°
Resolvendo as poténcias e substituindo o valor do cos 120, temos:

2 1
a’ = 169 + 1024 — 2. 412 . (—7)

Podemos fazer uma simplifica¢do e um jogo de sinal, feito isso, temos:

@ =1193 + 412

Extraindo a raiz:

Ja® = /1609

a=40,1

Portanto, a distancia entre A e B é de 40 m.

> Lei dos Senos: Em qualquer triangulo, as medidas dos lados a, b e ¢ sdo proporcionais aos senos dos
respectivos angulos opostos aos vértices A, B e C, e a constante da proporcionalidade é igual a

medida do diametro da circunferéncia (D = 2r) circunscrita a esse triangulo.

A\
a b c
Q) = = =~ = ~ = 2r
B ) sin A sin B sin C
Q
C

Exemplo. (UFPB) A prefeitura de certa cidade vai construir,
sobre um rio que corta essa cidade, uma ponte que deve ser
reta e ligar dois pontos, A e B, localizados nas margens
opostas do rio. Para medir a distancia entre esses pontos, um
topdgrafo localizou um terceiro ponto, C, distante 200 m do
ponto A e na mesma margem do rio onde se encontra o ponto
A. Usando um teodolito (instrumento de precisdo para medir
angulos horizontais e angulos verticais, muito empregado em
trabalhos topogréficos), o topdgrafo observou que os angulos

BCA ¢ CAB mediam, respectivamente, 30° e 105° conforme
ilustrado na figura a seguir.

Com base nessas informacdes, é correto afirmar que a
distancia, em metros, do ponto A ao ponto B é de:

a) 20042 b) 18042 ) 15042 d) 10042

Resolucgado:
De acordo com a lei dos senos e substituindo pelas informacdes da questdo, temos:

a _ _b = AB _ _ _AC = AB

sin 30° sin 30°

sin A sin B sin B

Lembrando da propriedade dos angulos internos de um triangulo, temos:

rio

e) 502

200

sin B



30° + 105° + x = 180°
135 + x =180
x =180 - 135
X = 45°
Com isso, temos:
AB . 200
sin 30° T sin45°

Substituindo os valores dos senos e utilizamos a regra de trés simples:

AB 200
L A
2 2

2 s £l

-—. AB = 200. -

%.AleOO

V2. AB = 100.2

V2. AB = 200
200
AB = ——
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Faremos a racionalizagdo para que a raiz saia do denominador:

200 /2 200+2 200+/2
B =——. AB = AB = AB = 1002
AR w7 2 7 ”

Logo, do ponto A ao B sdo 100+/2 metros.

Relacdao Fundamental da Trigonometria

Considere o seguinte triangulo A ABC: & a
Sej angul d : | E
eja p um angulo agudo, temos: . " C
2 2
. b 2 2 b
sinB=—"—"ecosBp=—" = sinf=""FecosP="75
a a a a
Somando as duas razdes, temos:
2 2 2 2
2 2 c b c+b
sinB+ cosBp="7F5+ — = T 5
a a a

o\ 2 2 .2 - x .
Pelo Teorema de Pitagoras: a = ¢ + b ; substituindo o valor de a na expressdo anterior,
temos:

2 .2
c+b

> 2 = sinZB +cosZB =1
c+b

2 2
= sinf +cos B =
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A soma do quadrado do seno de um angulo com o

quadrado do cosseno desse mesmo angulo é igual a 1.

Exemplo. Um engenheiro civil estd analisando a inclinagdo de uma rampa de acesso em um novo
edificio. Para garantir a seguranca, ele precisa que a componente vertical da for¢a de atrito (relacionada
ao seno do angulo @ da rampa) seja calculada, mas ele s6 possui o valor do cosseno dessa inclinagdo,

. . 4 . A
devido a uma medi¢do prévia no local, que é de cos 8 = = qual é o valor do seno desse angulo 6?

Solucado:

2 2
Utilizamos a Relacdo Fundamental da Trigonometria: sin 6 + cos 6 = 1

, . 4
Substituimos o valor conhecido de cos 8 = T

sinZG + (%)2 =1

.2
sin 0 +
Isolando o seno, temos:
. 2 16 L2 9
sin® =1 — o5 = sme——zs =

EXERCITANDO/E'RESOLVENDO PROBLEMAS

S T

Questdo 01. (Enem PPL 2015) No jogo mostrado
na figura, uma bolinha desloca-se somente de
duas formas: ao longo de linhas retas ou por
arcos de circunferéncias centradas no ponto O e
raios variando de 1 a 8. Durante o0 jogo, a bolinha
que estiver no ponto P devera realizar a seguinte
sequéncia de movimentos: 2 unidades no mesmo
sentido utilizado para ir do ponto O até o ponto A
e, no sentido anti-hordrio, um arco de
circunferéncia cujo angulo central é 120°.

N\
‘\ )‘&\}\ H

123456?8

N

16
25 =1

: 9 _ 3
sin® = 25 = sin® = 5

Apds a sequéncia de movimentos descrita, a
bolinha estara no ponto

a) B. b) D. o E. dF eG.
Questao 02. (Ueg 2012) Considerando 1° como a
distancia média entre dois meridianos, e que na
linha do equador corresponde a uma distancia
média de 111,322 km, e tomando-se esses valores
como referéncia, pode-se inferir que o
comprimento do circulo da Terra, na linha do
equador, é de, aproximadamente,

a) 52.035 km
b) 48.028 km

C) 44.195 km
d) 40.076 km

Questdo 03. (Ufg 2013) As cidades de Goiania e
Curitiba tém, aproximadamente, a mesma
longitude. Goidnia fica a uma latitude de 16°40,
enquanto a latitude de Curitiba é de 25°25.
Considerando-se que a Terra seja
aproximadamente esférica, com a linha do
equador medindo, aproximadamente, 40 000 km,



a distancia entre as duas cidades, em
quilémetros, ao longo de um meridiano,

a) é menor que 700.

b) fica entre 700 e 800.
¢) fica entre 800 e 900.
d) fica entre 900 e 1 000.
e) é maior que 1 000.

Questdo 04. (Uel) Uma familia viaja para Belém
(PA) em seu automével. Em um dado instante, o
GPS do veiculo indica que ele se localiza nas
seguintes coordenadas: latitude 21°20° Sul e
longitude 48°30’ Oeste. O motorista solicita a um
dos passageiros que acesse a Internet em seu
celular e obtenha o raio médio da Terra, que € de
6730 km, e as coordenadas geograficas de Belém,
que sdo latitude 1°20’ Sul e longitude 48°30°
Oeste. A partir desses dados, supondo que a
superficie da Terra é esférica, o motorista calcula
a distancia D, do veiculo a Belém, sobre o
meridiano 48°30’ Oeste.

Assinale a  alternativa que  apresenta,
corretamente, o valor da distancia D, em km.

D-"6730 D="6730
a) 9 d) 36
Tt Tt 2
D = - (6730) D= (—j 6730
b) 18 e) 3
p-"6730
) 9
Questao 05. (Fuvest) Uma das primeiras

estimativas do raio da Terra é atribuida a
Eratostenes, estudioso grego que vivey,
aproximadamente, entre 275 aC. e 195 aC.
Sabendo que em Assud, cidade localizada no sul
do Egito, ao meio dia do solsticio de verdo, um
bastdo vertical ndo apresentava sombra,
Eratostenes decidiu investigar o que ocorreria,
nas mesmas condi¢des, em Alexandria, cidade no
norte do Egito. O estudioso observou que, em
Alexandria, ao meio dia do solsticio de verdo, um
bastdo vertical apresentava sombra e determinou

o angulo © entre as direcbes do bastio e de
incidéncia dos raios de sol. O valor do raio da

Terra, obtido a partir de © e da distancia entre

Alexandria e Assua foi de, aproximadamente,
7500 km.

Raios
de sol

Inberbitsd

. Alexandria

Assua

0 més em que foram realizadas as observacoes e
o valor aproximado de 8 sdo

(Note e adote: distancia estimada por Eratdstenes
entre Assud e Alexandria = 900 km; i = 3.)

d) dezembro; 23°.
e) junho; 0,3°.

a) junho; 7°.
b) dezembro; 7°.
¢) junho; 23°.

Questdo 06. (Uece 2023) Em um relégio analégico
circular usual, quando a hora observada é
6h20min, a medida em graus do menor angulo
entre o ponteiro das horas e o ponteiro dos
minutos é

a) 68. b) 62. C) 65. d) 70.

Questdo 07. (Fac. Albert Einstein - Medicina
2021) A imagem descreve o icamento de uma

caixa por meio de uma corda fixada a ela e a uma
roda circular de raio r = 30 cm.

‘</¢>?

Considerando desprezivel a espessura da corda
durante todo o icamento, que foi concluido apés

2
um giro de s radianos da roda, o
vertical da

deslocamento caixa foi de,
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aproximadamente,
a) 7,85 m. €) 2,26 m. e) 2,51 m.
b) 7,54 m. d) 3,77 m.

Questdo 08. (Gl - cps 2008) A roda-gigante de
um parque de diversdes tem dezoito cadeiras,
igualmente espacadas ao longo do seu perimetro
e move-se no sentido anti-hordrio, isto é, no
sentido contrario ao dos ponteiros do relégio.

Na figura, as letras A, B, C, ... e R indicam as
posicdes em que as cadeiras ficam cada vez que a
roda gigante para.

Com a roda gigante parada, Bruna senta-se na
cadeira que esta na posicdo A, posi¢do mais baixa
da roda gigante.

. 5
A roda gigante move-se - de uma volta e para.

Nesse momento, a letra relativa a posicdo da
cadeira ocupada por Bruna é
a) D. b L oK d)P. e R.

Questdo 09. (Fuvest 2019) Um triangulo
retangulo com vértices denominados A, B e C
apoia-se sobre uma linha horizontal, que
corresponde ao solo, e gira sem escorregar no
sentido horario. Isto é, se a posi¢do inicial é
aquela mostrada na figura, o movimento comeca
com uma rotacdo em torno do vértice C até o
vértice A tocar o solo, apés o que passa a ser uma
rotagdo em torno de A até o vértice B tocar o solo,
e assim por diante.

Usando as dimensoes indicadas na figura (AB =1

e BC = 2), qual é o comprimento da trajetdria
percorrida pelo vértice B, desde a posicdo
mostrada, até a aresta BC apoiar-se no solo
novamente?

3 AR
a) 2 d 2

3+J§]T 8+2J§n
p 3 e 3

E
c 6

Questao 10. (G1 - ifce 2014) Considere um relégio
analégico de doze horas. O angulo obtuso
formado entre os ponteiros que indicam a hora e
o minuto, quando o relégio marca exatamente 5
horas e 20 minutos, é

a) 330°. c) 310°.
b) 320°. d) 300°.

e) 290°.

Questdo 11. (Udesc 2012) O relégio Tower Clock,
localizado em Londres, Inglaterra, é muito
conhecido pela sua precisdo e tamanho. O angulo
interno formado entre os ponteiros das horas e
dos minutos deste reldgio, desprezando suas
larguras, as 15 horas e 20 minutos é:

n L n AL L
a) 12 b) 36 c) 6 d) 18 e 9
Questdo 12. O grado é uma unidade de medida de
angulos em que uma das vantagens é facilitar as
operacdes envolvendo angulos retos. Neste
sistema, a circunferéncia é dividida em 400
partes iguais e cada parte é denominada 1 gon. Na
figura abaixo, observa-se a divisdo dos quatro
quadrantes usando este sistema.

Interbits®

100 gon

200 gon Ogon

300 gon




Desta forma, o angulo de 3 gon é, em graus,
igual a: GABARITO

: Q.0L: D, Q.02: D, Q.03: D, Q.04: A, Q.05: A, Q.06: D, Q.07: C, Q.08:
a) 30° b)45°  ¢)90° d)105° €)150° D, Q.09: C, Q.10: B, Q.11: E, Q.12: D.

o

ONSTRUINDO!CONCEITOS S
o
&

_____....‘

FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Observe atentamente o seu dia. O despertador toca sempre apdés um intervalo de horas. O Sol
nasce e se poe em um ciclo continuo. As fases da Lua mudam gradualmente até reiniciarem o mesmo
padrdo. As estacdes do ano retornam todos os anos. As ondas do mar avan¢am e recuam. O coracao bate
em um ritmo constante. Até mesmo a miusica que vocé escuta depende de vibracoes que se repetem de
forma organizada. O que todos esses fendmenos tém em comum?

Eles seguem padroes ciclicos, ou seja, comportamentos que se repetem em intervalos regulares
de tempo. Essa repeticdo organizada recebe o nome de periodicidade. E é justamente para estudar,
descrever e prever esse tipo de comportamento que utilizamos as fung¢des trigonométricas. Embora
tenham surgido a partir do estudo de relacdes entre angulos e lados de triangulos, as funcdes
trigonomeétricas ultrapassaram os limites da geometria. Hoje, elas sdo ferramentas essenciais para
modelar fendmenos naturais e tecnolégicos.

Nesta unidade, vamos investigar como essas fung¢des sdo construidas, entender o significado de
seus parametros, analisar seus graficos e perceber como pequenas alteragdes em suas expressoes
podem modificar amplitude, periodo e deslocamentos. Mais do que cdlculos, exploraremos uma
maneira de enxergar o mundo através dos ciclos que o organizam.

Figura - Representacio do fenomeno das mares, que ocorre de maneira periodica.

Maré baixa .

i
. |
I
O fendmeno das marés é a subida e descida S
FarL periédica do nivel do mar, causada = v
principalmente pela atragdo gravitacional da Lua
* . e, em menor escala, do Sol, sobre a Terra

- Forga Gravitacional €

- Maré Alta -

O-ponto mais distante em
I . 1 relacao a-Lua sofre mienor
¥ . Lo ' atracdo e, como amassa -
1 ’ e
M_alre. Alta £ sélida da terra é atraida como
; I um todo, forma outra-maré
alta do lado oposto'da Terra.

]
Maré baixa
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Conceitos Importantes

e Padrio Grafico de uma Fungdo Trigonométrica

O padrdao grafico de uma funcdo trigonométrica como seno, cosseno e tangente, apresenta
comportamento peridédico, ou seja, seus valores se repetem em intervalos regulares, chamados periodo.
Esse padrdo de repeticdo esta relacionado ao movimento circular (ciclo trigonométrico) e aos angulos
medidos em radianos ou graus, como visto nos tépicos anteriores. Compreender esses padroes graficos
é fundamental para interpretar fenomenos periddicos presentes em diversas dreas como, por exemplo,
fisica, engenharia e Biologia.

Para visualizar melhor esse comportamento, podemos observar um exemplo grafico,
analisando como seu padrdo se repete ao longo do plano cartesiano.

Y ¢
4

-2m 3w /2 - -mwi2 0 w2 m™ Imi2 2m 5mi2 3w Tmwi2

>.:w\"\_

-2

-3

y=fx

e Linha média do grafico de uma Fungdo trigonométrica

A linha média do grafico de uma funcdo trigonométrica é uma reta horizontal que representa o
valor central em torno do qual o gréfico da funcéo oscila. Em fungdes como seno e cosseno, o grafico
apresenta movimentos periddicos de crescimento (subida) e decrescimento (descida), e a linha média é a
reta que dista igualmente dos valores mdximos e minimos da fungdo. No gréfico anterior, a linha média
coincide com o eixo das abscissas (eixo x), ouainda,éareta y = 0.

e Pardmetros em uma func¢do Trigonométrica (a, b, ¢ e d)

Os pardmetros em uma fungdo trigonométrica sdo os coeficientes reais presentes na sua lei
matematica, na equagdo da funcdo. A partir da forma mais simples de uma func¢do trigonomeétrica, os
parametros causam efeitos sobre as imagens, que podem ser de translacdo, prolongamento ou
encurtamento nos sentidos horizontal e/ou vertical.

e Periodo (T)

O periodo T de uma fungdo trigonométrica é o comprimento do intervalo do dominio no qual
ndo hd repeticdo no padréo da funcdo, seja na imagem, no sinal da fungdo ou comportamento; somente
fora desse intervalo de comprimento T é que observamos a repeticdo do padrdo observado no periodo.

A seguir podemos observar de forma bem evidenciada o intervalo do periodo no grafico
esbocado.



o -3m/2 - -wi2 0 w2 w2 5m/2 3 Tmwi2 n X

L

y=f(x)

=3

T =27 T =27 T =27

e Pontos de Maximo e de Minimo da fungao

Os pontos de maximo e minimo néo sdo elementos exclusivos das fungdes trigonométricas,
sendo presentes em diversos outros tipos de func¢do. Caracterizam-se por serem os pontos relacionados

aos valores extremos das imagens de uma fungdo, ou seja, se (x_, f(x,)) € um ponto de mdaximo, entdo

f(x) = f(x), para todo x do dominio da funcdo. Analogamente, se (xz, f (xz)) é um ponto de minimo,
entdo f(x,) < f(x), para todo x do dominio.

No grafico anterior, podemos observar trés pontos de maximo (pontos em azul) e trés pontos de
minimo (pontos em vermelho). No estudo das ondas, na Fisica, correspondem, respectivamente, as
cristas e aos vales das ondas.

e Amplitude:

E a distancia da linha média da funcéo (centro de oscilacio) até o ponto de maximo ou até o
ponto de minimo da fun¢do. Nas fungdes seno e cosseno, a amplitude é igual ao mddulo do parametro b.

e O Eixo das abscissas em radianos.

Trata-se de uma forma de representar o eixo x no plano cartesiano utilizando uma escala com
medidas, em radianos, de angulos especificos, em vez de niimeros inteiros. Durante grande parte da
vida escolar, os estudantes estdo acostumados a observar graficos em que o eixo horizontal é marcado
por valores inteiros, {.., — 2, — 1,0, 1, 2, ..}, no entanto, ao estudar fung¢des trigonométricas, essa
forma de marcacdo nem sempre é a mais adequada.

Essa inadequacdo acontece porque as fungoes trigonométricas estdo diretamente relacionadas
aos angulos. Por esse motivo, é mais conveniente utilizar coordenadas em radianos como unidade de
medida no eixo das abscissas. Os radianos permitem representar com mais clareza pontos importantes

s 31 ) ) )
das fungdes, como — »m, T, ouZ2m, que correspondem a posi¢ées fundamentais no ciclo

trigonomeétrico.

Ao marcar o eixo x com esses valores, torna-se mais facil identificar onde ocorrem os
maximos, minimos e zeros das fun¢des seno e cosseno, além de facilitar a visualizacdo do periodo das
func¢des trigonométricas. Dessa forma, o uso de radianos torna a leitura e a construcdo dos graficos
mais naturais e coerentes com os conceitos da trigonometria.
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FUNCAO SENO

Definicdo: Dados a, b # 0,c # 0, d € R, chamados de pardmetros, a funcdo seno é definida por
f: R > R em que um angulo®> (x = 8)~»y € R (lé-se que x = 6 é levado a um ntimero real y pela
funcdo f ), de forma que

y =a + b.sin(c.x + d)

Em uma linguagem mais informal, esse tipo de func¢do tem apenas a razdo trigonométrica seno
em sua estrutura, com a variavel x definida como angulo, ou determinando um angulo.

Exemplos. A seguir, as fungdes apresentadas sdo funcdes seno.
a) y = sin(x) C) g(x) = sin(x + 3m)

b) f(x) = 4 — sin (x) d)y=—10+6.sin(5x—3—2“)

Dominio e Imagem da func¢do seno
Seja f uma funcdo seno, dada com a estrutura geral apresentada acima.

e Na fungdo seno, o dominio é todo o conjunto dos nimero Reais R;
e O conjunto imagem de uma funcdo senocom y = a + b.sin(c.x + d) é

Im(f) =[a—b;a+b],seb>0.
Im(f) =[a+b;a—-b],seb<O.

Chegamos a essas imagens a partir das deduc¢des seguintes:

e Sabemos que para qualquer angulo 6, temos
-1 <sin(®) <1
e Fazendo, entdo, 6 = c.x + d, temos
-1 <sin(c.x+d) <1

e A seguir, multiplicamos a desigualdade acima por b e, assim, temos as duas possibilidades
abaixo, para b > 0 (aesquerda) e b < 0 (a direita).

Seb>0, Se b <0,

—b <b.sin(c.x+d) < b —b = b.sin(c.x +d) = b
e Por fim, somando o valor de a, temos

Seb>0, Se b <0,

a—b <a+b.sin(lcx+d) <a+b a—b =a+b.sin(cx+d) =a+ b
ou ainda,

a—b <a+b.sin(lcx+d) <a+b a+b <a+b.sin(lcx+d) <a->»

e, portanto,comoy = a + b.sin(c.x + d), temos que
a—b <y <a+b a+bhb <y <a-5»

Exemplo. Dada uma funcdo f onde y = — 4 + 10.sen(x).Comob = 10 > 0, entdo, as imagens da
funcdo formam o intervalo:

Im(f) =[-4—-10; —4+10] =[- 14, 6]

2 0 angulo é dado em Radiano, portanto € um numero real. No entanto, nada impede que a medida do angulo
seja usada em graus, desde que respeitada a equivaléncia entre as medidas.



Representacdo grafica da fungao seno

Para explorar a representacdo do grafico de uma fungdo seno, primeiro sera apresentado o
esboco da forma mais simples da fun¢do seno e, no topico seguinte, o efeito de cada parametro na
representacdo da func¢do dada, em relagdo ao grafico da fungdoy = sin (x).

e Representacdo graficada fungdo f:R > R com y = sin (x).

Este é o caso mais simples de fun¢do seno. O grafico, neste caso, apresenta o comportamento a

seguir.
1 *
: y=sin (x)
- i) ™ ilz w w2 2 *
1 "
Perceba como o grafico se comporta nos intervalos abaixo, dados alguns valores para x.
S X = 2 5 = XS T msX = 2 5 = X S 4Tt
Angulo x sin(x) Angulo x sin(x) Angulo x sin(x) | Angulo x sin(x)
2 T 2 -
- 0.383 L 0924 2 0.383 LEL 0924
8 . 8 . - . 8 - .
= 0.707 31 0.707 L 0.707 7n 0.707
4 ' 4 ' 4 e 4 e
Eus 0924 A 0.383 Lin 0924 LEL 0.383
8 ' 8 ' 8 o 8 o
T . 0 3 . 5 0
2 T 2 T

f é crescente

f é decrescente

f é decrescente

f écrescente

e Periodo : Percebe-se que fora do intervalo 0 < x < 2w, a fungdo esta repetindo o padrdo esbogado
neste intervalo. Isso nos diz, entdo, que 2 € o periodo T desta funcdo especificamente. Assim,

T = 2nrad

e Amplitude: Nesta fungdo, como a distancia da linha média do gréfico, equivalente neste caso ao eixo
das abscissas, até os pontos de maximo ou de minimo da funcédo é 1, esta é a amplitude da funcdo

y = sin(x).

e Pontos de Maximos: Neste esboco, o inico ponto de maximo visivel é (%, 1); Mas os pontos do tipo

(x,y) = (%+ k.2m 1) ,comk € Z,

sdo todos pontos de maximo no grafico da funcdo y = sin(x).

2’ . . ’ . 3 2’
e Pontos de Minimo: Neste esboc¢o, vemos dois pontos de minimo: (— %, — 1) e (_er y — 1). Porém,
os pontos do tipo
3
(xy) = (_er + k.2m, —1) ,comk € Z,

sdo todos pontos de minimo no grafico da funcdo y = sin(x).
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Efeitos dos parametros a, b, c e d narepresentacdo grafica da fungio seno

Cada um dos parametros em um funcdo seno modifica de forma especifica o grafico da fungédo
seno mais simples, ou seja, modifica o grafico de y = sin (x).
1. O parametro a € R : Nas fungdes do tipo y = a + sin(x) , o parametro a # 0 translada

(movimenta) o grafico de y = sin (x) na vertical em um deslocamento de comprimento iguala |a| .
Sea > 0, 0 grafico é transladado para cima e se a < 0, é transladado para baixo.

Exemplo. Dada a funcdo y = 3 + sin(x). Como, neste caso, a =3 > 0, o esboco desta funcdo
corresponde a translacdo do grafico de y = sin(x) em 3 unidades para cima, conforme mostrado a
seguir.

y=3+sin(x)

y=sin(x)
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2. O parametro b € R : Nas fungdes do tipo y = b. sin (x) , 0o pardmetro b # 0 , por meio de |b|,

indica a amplitude da fungdo dada, ou seja, |b| é a distancia da linha média da fun¢do aos pontos de

maximo e minimo. Além disso, se b < 0, o comportamento da funcdo é invertido para todo o
dominio.

Exemplo. Dada a funcdo y = 3. sin(x) . Como, neste caso, b = 3 > 0, o esboco desta funcdo
corresponde ao prolongamento vertical do grafico de y = sin (x) a uma amplitude 3, conforme
mostrado a seguir.

Yy =3.sin (x)

y=sin(x)

R =m|{2 wi2
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3. O parametro ¢ € R: Nas func¢oes do tipo y = sin (c.x) , 0 parametro ¢ # 0 influéncia no periodo
e no sinal da fungdo, prolongando ou encurtando o periodo, definindo também onde a fungdo é
positiva ou negativa. Enquanto o periodo de y = sin (x) é T = 2mrad, o periodo de uma fun¢édo do
tipoy = sin (c.x),onde ¢ # 1, é obtido da relagdo

21
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Exemplo. Dada a fungdo y = sin (3x),como ¢ = 3,0 periodo desta fungao é
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conforme mostra-se no esboco grafico a seguir

»
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Y =sin (3x)
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v = s.fr-? (x)
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Ja paraafuncdo y = sin (— 3x), o periodo é o mesmo, T = — ,porémo sinal da funcgao é
invertido em todo seu dominio, em relagdoay = sin (3x), como vemos a seguir.

» y =sin (-3x)

+ +

Imi2

5 Y =sin (x)

4. O parametro d € R: Nas func¢des do tipo y = sin(x + d) , o parametro d # 0 translada
(movimenta) o grafico de y = sin (x) na horizontal em um deslocamento de comprimento igual a
| d|.Sed > 0,0deslocamento sera para a esquerda; se d < 0, serd para a direita.

Exemplo. Considere a fun¢do y = sin (x + 2).Em relacdo ao graficode y = sin (x),como d > 0,ha
um deslocamento de comprimento 2 para a esquerda, conforme indicado no esbo¢o a seguir.

>

y =sin (x+2)

-1
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EXERCICIOS RESOLVIDOS
Questdo 1. Dada a funcaoseno f(t) = 4 — 2. sin (% t) , calcule f (%) .

Soluc¢do. Com as informagoes dadas, queremos calcular
f(%) =4 — 2. sin (%%)
() =4 -2 sin()

como Sin (%) = % , temos

N

1
f(% =4 _Z'T

#(

NE

) =4 -1

T
/() =3
Questao 2. Dada a fungdo seno f(t) = — 4. sin (t - %) , determine ovalor t,com 0 < t <
25
1—;,paraoqual fi) = — 2\/5.
Solucdo. Substituindo f(t) = — 2+/2 na fungdo, temos

- Z\E = — 4 sin(t —111—2)
multiplicando por (- 1)

T
4 = sin (t — ?)
\2 . m
5 = sin (t -1 )
Da ultima igualdade, tem de ocorrer
o= _ DL S L
12 - 4 ou 12 -7y
t =+ P S &
s T2 =TTt
¢ B 31 i ¢ 3 121 31 T
12 T 12 12 12 T 12
¢ B 41 ¢ B 101
12 12
t = L . 51
-3 )

Questdo 3. Uma fungdo real definida por f(x) = b.sin(c.x) tem periodo % e imagem [-10,10]. Qual
alei dessa func¢ao?

Solucdo. Precisamos determinar os parametros b e c. A partir da imagem [-10, 10], podemos
determinar a amplitude que, da lei da funcdo, corresponde a |b|. Assim, nota-se que a linha média da

funcdo é o proprio eixo das abscissas (eixo x), sendo a amplitude da fungdo igual a 10, ou seja, |b| = 10 e,
assim, b = + 10.
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Agora, o parametro c é relacionado ao periodo T da fungao seno pela formula 7 = T Desta

forma,

T 21 T 2T 1 2 I 8
= — = —_—=— = —_—=— = c| = =
|c] 4 | 4 c|

ﬁ
I

I+
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Com os valores obtidos, podemos afirmar que a lei da funcdo pode ser

f(x) = 10.s5in(8x) ; f(x) = 10.sin(—8x); f(x) =—10.sin(8x) ou f(x) =— 10.sin(—8x).

Questdo 4. (Toda Matéria) Um cometa com Orbita eliptica passa proximo a Terra em intervalos

2
regulares descritos pela funcdo c(t) = sen (? t) onde t representa o intervalo entre suas apari¢oes

em dezenas de anos. Suponha que a tltima apari¢do do cometa foi registrada em 1982. Este cometa
passard pela Terra novamente em

a) 2015 b) 2035 c) 2076 d) 2095

Solucdo. Devemos lembrar que dado um angulo ¢t | » Cuja imagem é f(t 1), a definicdo de periodo T da

fungdo garante que existe um angulo t, >t paraoqual f(t,) = f(t ) eesse anguloé

t2=t1+T

. A 2 . ,
Sendo assim, com o parametro ¢ = =3 podemos determinar o periodo T por

2T 3
T=T=2n.7= 31
3

Assim, adotando t, = O paraoano 1982, tltima passagem do cometa, este retornard a ser avistado da
Terra depois de 31 décadas, ou seja

3t . 10 = 94,2 anos
Portanto, em 2076.

Questdo 5. (Pucpr Medicina 2019) Supondo que, por motivos de seguranca, em um determinado porto,
certos navios sdo autorizados a atracar (ou permanecer ancorados) somente durante os intervalos de
tempo em que a profundidade no canal desse porto ndo é inferior a 13 metros e que devido ao
comportamento das marés essa profundidade P, em metros, varia em funcdo do tempo t, em horas, de
acordo com a fungdo
N
P(t) = 10,5 + 5.sen (t.—=)

durante quanto tempo, aproximadamente, uma dessas embarca¢des podera ficar ancorada no referido
porto se amesma atracar as 4 horas?

a) 2 horas b) 4 horas ) 6 horas d) 8 horas e) 10 horas
Soluc¢do. Do enunciado, temos que P(t) < 13, ( T ) 1
ou seja, sen(t./>) 2 5
T
10,5 + 5.sen ( t-?) =13 Da tltima desigualdade, conclui-se que
T L L S L
5.sen(t.—>) =13 — 10,5 6 =t =TT
12
- L .8
5.sen(t.?) > 2,5 6 — 12 — 6
g1 2,5 - . 1
sen ( t. F) > = Multiplicando as desigualdades por =
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1 5
5 =1 = 7% Multiplicando as desigualdades por 12,
5

1 t 2 <t< 10

— < —— <
6 — 12 — 6

Portanto, o tempo de permanéncia da embarcacao é de 6h, permanecendo atracada das 4h as 10h.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Questdo 1. Seja f: R -» R uma fun¢do seno com a lei
: ——
flz) =10 —4sen (.I- + 6)
calcule:

2) £(0) b £ (%) 9 (%) @ £(5)

Questdo 2. Analise o grafico da funcdo seno a seguir.

’ /\ A /\
wi2 amf2 smf 2 3 ’

=2

L]

-3

Determine valores dos parametros a,b,c,ed .

~ « , L A <
Questdo 3. Uma fungdo seno tem periodo T = -~ . Qual o valor do pardmetro ¢ na representagdo

algébrica dessa fungdo ?

Questao 4. Os estudantes de uma comunidade ribeirinha, durante as atividades voltadas a introducdo a
Astronomia, determinaram uma lei matemdtica que descreve, em funcdo do tempo, a altura h, em
metro, do nivel do rio a frente de suas casas em certo dia. Eles chegaram a lei

h(t) = 2+ sen (%t)

Determine:

a) A amplitude do grafico da fungao.

b) O periodo da funcgdo.

¢) O nivel do rio quando t = 6h.

d) O tempo t, entre 0 h e 12 h, em que ocorreu a primeira maré alta.
e) O tempo, entre 0 h e 12 h, em que ocorreu a primeira maré baixa.



Questdo 5. Em uma determinada regido, o volume médio semanal de chuva P(t), em milimetros,

determinado em funcdo do tempo t, pode ser aproximado pela funcdo em que

F(t) = 100 + 80sen (% . t)

Sabendo que essa funcdo se aplicou ao periodo de 40 semanas, o maior indice pluviométrico foi aferido
na semana

al b) 7 ¢ 10 d) 25 e) 38
Questdo 6. (Ifsul 2015) Corrente alternada é a corrente elétrica na qual a intensidade e a direcdo sdo
grandezas que variam ciclicamente. Em um circuito de poténcia de corrente alternada, a forma da onda
mais utilizada é a onda senoidal, no entanto, ela pode se apresentar de outras formas como, por
exemplo, a onda triangular e a onda quadrada.

Disponivel em: http://[www.brasilescola.com/fisica/corrente-alternada.htm.
Acesso: 14 abr. 2015. (Adaptado)

A funcao
f(t) = 30sen (—Qﬂ-tr— ?T)
5

expressa a corrente alternada de um circuito em fun¢do do tempo, dado em segundos.

Qual é o periodo dessa fungdo?

a) 3s b) 4s c) 5s d) 6s

Questao 7. (Ucs 2012) Para colocar um objeto em movimento e desloca-lo sobre uma trajetoria retilinea
por x metros, é necessario aplicar uma forca de 20 + 10. sen(x) newtons sobre ele.

Em qual dos gréficos abaixo, no intervalo [0, 3], esta representada a relagdo entre a forca aplicada e a
distancia, quando o objeto é deslocado até 3 metros?

4 F (newtons) o ‘:r (newtons) A
4U + 4<_| —‘
T
ag + 0+
a) d)
20 1 20
10 4 10
x (metros) x (matros)
2 3xld 2n /e x Inl2 2
F newtons
40 1 o~ ) 4 F (newlons)
: 40 ¢
30
30 9
b) 2o DR
-0 -
4 X {m'Fj"T] x (metros)
w2 = 32 2= . * v —E
2 e X 3=f2 2n
4 F (newtons)
40 T
30 1
C) 20

10 ¢

x (metros)

2n
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Questao 8. (Ucs 2014) Suponha que, em determinado lugar, a temperatura média diaria T, em °C, possa
ser expressa, em func¢do do tempo t, em dias decorridos desde o inicio do ano, por

2 (t — 105))

T(t) =14+ 12 sen -
364

Segundo esse modelo matemadtico, a temperatura média maxima nesse lugar, ocorre, no més de
a) julho. b) setembro. ¢) junho. d) dezembro. €) marco.

Questdo 9. (Upe-ssa 3 2022) Um veiculo percorre, com velocidade constante, uma estrada retilinea. Em
uma de suas rodas, com 50 cm de didametro, prende-se um chiclete. No instante t = 0 em que ocorre o
primeiro contato do chiclete com a roda, a altura h do chiclete em rela¢do ao nivel da estrada é igual a 0.
A medida que a roda gira, a altura h do chiclete em relagdo ao nivel da estrada, em centimetros, varia

periodicamente em funcdo do tempo t decorrido apds o primeiro contato do chiclete com a roda, em
segundos.

Sabendo-se que a roda da uma volta completa a cada 0,5 segundo, qual das seguintes funcdes melhor
descreve a altura h em funcgéo de t?

37 3
a) h(t) =25+25-sen (m + %) d) h(t) =25-—25-sen ({)._ 5t + %ﬂ“)
b) h(t) = 25+ 25 - sen (4dxt) e) h(t) =25+ 25-sen (0,57t)

0 h(t) = 25— 25 sen (mt)

RASCUNHO



FUNCAO COSSENO

Defini¢do: Dados a, b # 0, ¢ # 0, d € R, chamados de pardmetros, a funcdo cosseno é definida por
f:R > R em que um angulo® (x = 8)~y € R (Ié-se que x = 8 é levado a um nimero real y pela
funcdo f ), de forma que

y =a+ b.cos(c.x + d)
Em uma linguagem mais informal, esse tipo de funcdo tem apenas a razdo trigonométrica
cosseno em sua estrutura, com a variavel x definida como angulo, ou determinando um angulo.

Exemplos. A seguir, as func¢des apresentadas sao fungdes cosseno.

a) y = cos (x) C) h(x) = cos (x + m)

3m

b) f(x) = — 10 + cos (x) d)y=1+4.cos(5x—T

Dominio e Imagem da func¢do cosseno
Seja f uma funcdo cosseno, dada com a estrutura geral apresentada acima.

e Na fungdo cosseno, o dominio é todo o conjunto dos nimero Reais R;
e O conjunto imagem de uma funcédo cossenocom y = a + b.cos(c.x + d) é

Im(f) =[a—b;a+ b],seb>0.
Im(f) =[a+b;a—-b],seb<O.

Chegamos a essas imagens a partir das deduc¢des seguintes:
e Sabemos que para qualquer angulo 8, temos
-1 <cos(®) <1
e Fazendo, entdao, 6 = c.x + d, temos
-1 < cos(c.x+d) <1

e A seguir, multiplicamos a desigualdade acima por b e, assim, temos as duas possibilidades
abaixo, para b > 0 (aesquerda) e b < 0 (adireita).

Seb>0, Se b <0,

—b <b.cos(c.x+d) < b —b =>b.cos(c.x+d) = b
e Por fim, somando o valor de a, temos

Seb>0, Se b <0,

a—b <a+b.cos(cx+d) <a+b a—b >a+b.cos(cx+d) >a+ b
ou ainda,

a—b <a+b.cos(cx+d) <a+b a+b <a+b.cos(cx+d) <a-5»b

e, portanto,comoy = a + b.cos(c.x + d), temos que
a—b <y <a+b a+b<y <a-b»b

Exemplo. Dada uma fun¢ao f onde y =1 — 3.cos(x — m) . Como b =— 3 < 0, entdo, as imagens da
fungdo formam o intervalo:

Im(f)y =1+ (=3);1-(=3)] =[-2,4]

3 0 angulo é dado em Radiano, portanto € um numero real. No entanto, nada impede que a medida do angulo
seja usada em graus, desde que respeitada a equivaléncia entre as medidas.



Representacdo grafica da fungdo cosseno

Para explorar a representacdo do grafico de uma funcgéo cosseno, primeiro serd apresentado o
esboco da forma mais simples desta funcdo e, no tépico seguinte, o efeito de cada parametro na

representacdo da funcdo dada, em relacdo ao grafico da fungdo y = cos (x).

e Representacdo graficadafungdo f:R - R com y = cos (x).

Este é 0 caso mais simples de fungdo cosseno. O grafico, neste caso, apresenta o comportamento

a seguir.

y = cos (x)

—

=1

Perceba como o grafico se comporta nos intervalos abaixo, dados alguns valores para x.

LS

LS

31
n<x<——

31
—— < x<2m

0<x< > > <Sx<sm > >
Angulo x cos(x) Angulo x cos(x) Angulo x cos(x) Angulo x cos(x)
0 1 L 0 T -1 3_1-[ 0
2 2
= 0924 5_1T —-0.383 ﬂ - 0924 131 0.383
8 8 8 8
= 0.707 3_1T - 0.707 i - 0.707 7_1-[ 0.707
4 4 4
3—; 0383 7Tﬂ — 0924 1513“ 0383 12“ 0924
s 31
? 0 T -1 T 0 21 1
f é decrescente f é decrescente f écrescente f é crescente

e Periodo : Percebe-se que fora do intervalo 0 < x < 2m, a fungdo esta repetindo o padrdo esbocado
neste intervalo. Isso nos diz, entdo, que 2 € o periodo T desta func¢do especificamente. Assim,

T = 2nrad

e Amplitude: Nesta fungdo, como a distancia da linha média do grafico, equivalente neste caso ao eixo
das abscissas, até os pontos de maximo ou de minimo da fungdo € 1, esta é a amplitude da funcéo
y = cos(x) .

e Pontos de Maximo: Neste esboco, vemos os pontos de maximo: (O, 1) e (211, 1). Mas, os pontos

xy) = (k.2n , 1),comk € Z,

sdo todos pontos de maximo no grafico da fungdo y = cos(x).

e Pontos de Minimo: Neste esboco, o iinico ponto de minimo visivel é (T[, - 1). Mas, os pontos do tipo

(xy) = (T[+ k.2m , —1),C01’l‘lke Z,

sdo todos pontos de minimo no grafico da funcdo y = cos(x).



Efeitos dos parametros a, b, c e d na representagdo grafica da fungio cosseno

Os efeitos dos parametros a, b, c,d € R sdo os mesmos evidenciados para a funcdo seno. A
seguir, exemplificamos cada caso.

e Efeito do parametro a
Exemplo. Efeito de translagdo do grafico da funcdo com f(x) = — 2 + cos(x) ,onde a = — 2 .Como
se vé a seguir, o grafico de f esta transladado em 2 unidades para baixo, comparado ao grafico de
y =cos(x).

Va

+
y = €os (x)

v

-2 0 w2 T a2 Zw
1 1
1
|
1
1
|
)
t

y=-2+cos (x)

e Efeito do parametro b
Exemplo. Efeito de prolongamento vertical do gréfico, em relagdio a y = cos(x), na funcédo

f(x) =— 4.cos(x),onde b =— 4.

. y=-4.cos (x)

-

(]

=iz -

Y =cos (x)

91



92

e Efeito do parametro ¢
Primeiro, o periodo na funcdo cosseno também € calculado em fung¢do do parametro c. Dada
uma fungdo cosseno qualquer, seu periodo é determinado pela relacao:
21
lcl

5 5 , s 2
Exemplo. Na funcdo y = cos (?x), como ¢ = —-, 0 periodo desta funcdo é

16m
5

Zn_ZTI_ZTt_zi_
I
8 8

T =

5 o x . . , N
como0 <c=-5<1,0 efeito ndo sera de encurtamento horizontal do periodo da fung¢ao, mas de

prolongamento, conforme vé-se no esbogo a seguir

Yt y =cos (x)

iz 0 w2 1'r 320 7 512 -~ 72 ‘\=J(
]
|}
-1 T =cos| =X
y (8

e Efeito do parametro d
Exemplo. Considere a fungdo y = cos (x — 1).Em relagdo ao graficode y = cos (x),como d < 0,ha
um deslocamento de comprimento 1 para a direita, conforme indicado no esboco a seguir.

Y s y =cos (x-1)

44—

|
1
!
1
I
/ '
" | 2
-2 0 w2 ™ ' ami2 2w 52 im X
I
I
1
1
]

¥ = cos (x)
EXERCICIOS RESOLVIDOS
Questdo 1. Seja f: R » R uma fun¢do cosseno com a lei
T
f(x) =—1—cos (’I‘ g)

calcule:
2) £(0) b £(3) 9 f(3) ) (=)
Solucao.
a) Se queremos determinar f(0), entdo x = 0.Sendo assim,

fO=-1-cos(0.5) = fO=-1-cos©® = fO=-1-1= -2



b) Se queremos determinar f(3), entdo x = 3. Sendo assim,
f(3)=—1—cos(3.%) = fB)=-1-cos(m > fB)=-1-(-1H=0

. 9 . 9 .
c) Se queremos determinar f (7), entdo x = —-.Sendo assim,

FEE)=-1-cos(2 ) = f(2)=-1-cos(E) = f(2)=-1-0= -1

. 1 ~ 1 .
d) Se queremos determinar f (— 7) , entdo x = ——-. Sendo assim,

F3)=—1-es((-5)3) = r(-3)=-1-cos(-)
3 2+3

R R

Questdo 2. Analise o grafico da fun¢do cosseno a seguir.

N

6

=TT =mwil2 0 wi2 ™ 3mil2 2m 5wl2

Sabendo que a lei que determina esse grafico é do tipo y = a + b.cos(c.x) Determine os valores dos
parametrosa, b e c.

Solugdo. A representacdo grafica da funcdo permite observar que a linha média do gréfico é a reta
y = 3, logo, temos o parametro a = 3, indicando a translac¢do sofrida . Agora, como a distancia entre a
linha média do gréfico e os pontos de maximo e de minimo é 5 — 3 = 3 — 1 = 2, a amplitude da
funcdo é igual a 2, porém, temos o parametro b = — 2, pois o sinal da funcéo estd invertido, o que pode
ser verificado ja para x = 0, cuja imagem é minimo da fungdo; com b > 0 teriamos um mdaximo da
funcdo para essa coordenada. Por fim, como o periodo da funcdo é T = 21, permite a conclusdo de que

temos |c| = 1 e, assim, ¢ =+ 1, que pode facilmente ser verificado com a férmula do periodo. Portanto,
a lei da fungdo que gera a representagao grafica acima é

y =3 — 2.cos(x) ou y =3 — 2.cos(—x)

Questdo 3. Uma fungdo cosseno tem periodo T = 10m. Qual o valor do parametro ¢ na representacdo
algébrica dessa fungdo ?
Solucdo. Sabendo que T = 10m, podemos determinar o parametro ¢ da lei da funcdo por

2T 21 21 1 1 1

T:W = 10‘1‘[=W = |c|=101T = |c|=? = c=—-"g ou
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Questdo 4. (UFSM 2007 - Adaptada) Uma gréfica que confeccionou material de campanha determina o
‘. . . t
custo unitario de um de seus produtos, em reais, de acordo com a lei C(t) = 200 + 120. cos(n -?),

com t medido em horas de trabalho. Assim, os custos maximos e minimo desse produto sao:
A)320e200 B) 200 e 120 C)200e80 D) 320e 80 E) 120 e 80

Solugdo. Esta é uma solugdo possivel. Considere que, para qualquer angulo 8, temos
-1 <cos(®) <1

Sendo assim, para 6 = (n%) , temos
t
-1 < cos(n-?) <1

Multiplicando a desigualdade anterior por 120, obtemos
— 120 < 120.cos (11 : L) < 120
5
Por fim, somando 200 aos membros da desigualdade acima, temos

t
200 — 120 < 200 + 120.cos (n?) < 200 + 120

t
80 < 200 + 120.cos (n-—) < 320

ou ainda,
80 < c(t) < 320

Portanto, os valores maximo e minimo dessa fungao sao, respectivamente, RS 320,00 e RS 80,00.

Questdo 5. (Enem 2011) Um satélite de telecomunicagdes, t minutos apos ter atingido sua 6rbita, estaar
quilometros de distancia do centro da Terra. Quando r assume seus valores maximo e minimo, diz-se
que o satélite atingiu o apogeu e o perigeu, respectivamente. Suponha que, para esse satélite, o valor de r
em funcdo de t seja dado por:

5865
" 140,15 x cos(0, 061)

r(t)

Um cientista monitora o movimento desse satélite para controlar o seu afastamento do centro da Terra.
Para isso, ele precisa calcular a soma dos valores de r, no apogeu e no perigeu, representada por S.
O cientista deveria concluir que, periodicamente, S atinge o valor de:

A) 12 765 km C) 11730 km E) 5 865 km
B) 12 000 km D) 10 965 km

Solucdo. Primeiramente, devemos lembrar que em um termo algébrico fracionario cujo o numerador é
constante e o denominador é varidvel, seu maior valor sera obtido quando o denominador atingir seu
menor valor. Em contrapartida, o menor valor do termo algébrico serd alcancado quando o
denominador atingir seu maior valor. Neste sentido, serdo determinados os valores maximo e minimo
do denominador 1 + 0,15. cos(0, 06.t) , partindo do entendimento de que, para qualquer angulo 6,
temos

-1 <cos(®) <1
Fazendo 6 = 0,06.t
—1 <cos(0,06.t) <1

Multiplicando a desigualdade anterior por 0,15



— 0,15 < 0,15.co0s (0,06.t) < 0,15

Somando 1,
1-0,15
0,85

+ 0,15

1+ 0,15.c05(0,06.t) < 1
< 1,15

<
<1+ 0,15.c05(0,06.¢t)

Desta forma, chamando de r() e r) . os valores maximo e minimo da funcdo, temos

5865 5865
r(t)max_ 0,85 r(t)min_ 1,15
r(t), = 6900 r(t), = 5100

Com os resultados acima, ainda ndo resolvemos o problema. O enunciado pede a soma S das distancias
no apogeu e no perigeu, ou seja,

S = r(t)max + r(t)mm
S =6900 + 5100
S = 12000

Portanto, deveria concluir que S = 12 000 km.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Questdo 1. Seja f: R -» R uma fun¢do seno com a lei

f(t) = 12 — 10cos (2t)

calcule:
TC TC
a) £(0) b 7 (-7) o f(=3) d) f(m)
Questdo 2. Analise o grafico da funcdo cosseno a seguir.
B/
6
4
\ :
5112 5m/2 51 157/ 10m 12
2
=4
-6

Determine valores dos parametros a,b,c,ed .

~ ~ , 12 A N
Questdo 3. Uma funcdo cosseno tem periodo T = — - Qual o valor do parametro ¢ na representacdo

algébrica dessa fungéo ?

Questdo 4. A temperatura média T(t), em grau Celsius, ao longo de um dia em certa cidade, pode ser
aproximada pela func¢do

s s
T(t) = 25 + Tco. (_,—_)
(t) 5 + Teos 181‘ 5
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onde t representa o tempo, em hora, apds a meia-noite. Nessas condicdes, as 15 h a temperatura média
erade

a) 18°C b) 25 °C c) 28,5°C d) 29,9 °C e) 32°C

Questdo 5. Em um centro médico para atletas de alto rendimento, foram detectadas pequenas
oscilacoes na frequéncia cardiaca de um atleta. Observou-se que, devido a processos naturais de
regulacdo do organismo, a frequéncia cardiaca dele ndo era exatamente constante, mas oscilava de
forma aproximadamente periddica ao longo do tempo. Um modelo matemdtico gerado dessa
observacdo é

7t

f(t) =92+ Tcos (é—o)

em que f(t) representa a frequéncia cardiaca do atleta em bpm (batimentos por minuto) e t
representa o tempo, em segundo, contado a partir do inicio da observacdo, .

Com base nesse modelo, responda:

a) Qual é a amplitude da funcdo que modela a varia¢do da frequéncia cardiaca?

b) Qual é o periodo da fungdo, isto €, o tempo necessario para que o padrdo de variagdo dos batimentos
cardiacos se repita?

¢) A maior frequéncia cardiaca registrada foi de 99 bpm. No primeiro minuto, essa frequéncia foi
registrada ap6s contados quantos segundos?

d) Qual é o valor minimo da frequéncia cardiaca previsto por esse modelo?

Questdo 6. Em uma determinada regido, o volume médio semanal de chuva P(t), em milimetros,
determinado em funcdo do tempo t, em semanas, pode ser aproximado pela funcao em que
i ™
F(£) = 100 + 80 - cos (1—, - f;)
3]

Sabendo que essa funcdo se aplicou ao periodo de 40 semanas, o maior indice pluviométrico foi aferido
na semana
a) 1l b) 7 ©) 10 d) 25 e) 30

Questdo 7. (Ufsm 2015) Cerca de 24,3% da populacdo brasileira é hipertensa, quadro que pode ser
agravado pelo consumo excessivo de sal. A variagdo da pressdo sanguinea P (em mmHg) de um certo
individuo é expressa em func¢do do tempo por

P(t) = 100 — 20cos (8?- f)

onde t é dado em segundos. Cada periodo dessa funcdo representa um batimento cardiaco. Analise as
afirmativas:

L. A frequéncia cardiaca desse individuo é de 80 batimentos por minuto.
IL A pressdoem t = 2 segundos é de 110 mmHg,
I11. A amplitude da fungdo P(t) é de 30 mmHg.

Esta(do) correta(s)
a) apenas L. C) apenas III. eI Ilelll
b) apenasIell. d) apenas Il e IIL

Questdo 8. (Enem 2015) Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), produtos
sazonais sdo aqueles que apresentam ciclos bem definidos de producdo, consumo e preco.
Resumidamente, existem épocas do ano em que a sua disponibilidade nos mercados varejistas ora é



escassa, com precos elevados, ora é abundante, com precos mais baixos, o que ocorre no més de
produgdo maxima da safra. A partir de uma série histdrica, observou-se que o prego P, em reais, do
quilograma de um certo produto sazonal pode ser descrito pela funcdo

T.X—T
P(x) = 8 + 5.cos e

onde x representa o més do ano, sendo X, associado ao més de janeiro, X, a0 més de fevereiro, e
assim sucessivamente, até X, associado ao més de dezembro.

Disponivel em: www.ibge.gov.br. Acesso em: 2 ago. 2012 (adaptado).

Na safra, 0o més de producdo maxima desse produto é
a) janeiro. b) abril. ¢) junho. d) julho. e) outubro.

Questdo 9. Na figura, PQ representa o eixo dos pedais de
uma bicicleta. A altura do ponto @ ao chdo, em

Intarbits®

centimetros, é h = 20 + 10. cos(nt) em que t é o tempo,

em segundos, contado a partir do momento que o ponto Q
estd no ponto mais distante do chao.

O comprimento do eixo PQ éde

a) 21 cm. d) 15 cm. -
b) 18 cm. e) 12 cm.
¢) 20 cm.
/4
FUN(;AO TANGENTE

Definicdo: Dados a, b # 0, ¢ # 0, d € R, chamados de pardmetros, a funcdo tangente é definida por
f: R > R em que um angulo* (x = 6)~y € R (lé-se que x = 8 élevado a um ndmero real y pela
funcao f ), de forma que

y=a+ b.tg(c.x +d)

Em uma linguagem mais informal, esse tipo de fungdo tem apenas a razdo trigonométrica
tangente em sua estrutura, com a variavel x definida como angulo, ou determinando um angulo.

Exemplos. A seguir, as funcdes apresentadas sao fungoes cosseno.
a) y = tg (x) Q) g(x) = tg (x — 6)
b) fx) = 1+ tg () dy=-5+12.9(-x+7)

Dominio e Imagem da fun¢do Tangente
Seja f uma funcdo tangente, dada com a estrutura geral apresentada acima.

e Na funcdo tangente, o dominio é o subconjunto do conjunto R dos nimero Reais, cujos
elementos sdo

L
2

ou seja, a funcdo tangente é definida para todos os angulos, com excecdo dos angulos

m 3m 5Sn 7m
2’ 2 2 72

a 90° 270° 450° 630°....

c.x +d=# + k.m,com k €Z

, ... . Para facilitar a compreensdo de quais sdo esses angulos, sdo correspondentes

4 0 angulo ¢ dado em Radiano, portanto € um nimero real. No entanto, nada impede que a medida do angulo
seja usada em graus, desde que respeitada a equivaléncia entre as medidas.
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Essa afirmacdo, sobre o dominio da fun¢do tangente, pode ser justificada pela relagdo

sin(0)
tg(®) = cos(8)

L

da qual, para 6 = >

+ k.m ,com k € Z,temos

sin(= + k .m0
tg(% + kn)=—{7——"—"
cos(5-+ k.m)

, 1 q q q Bt T . o .
e, dai, como COS(? + k. n) = 0, implica na indefinicdo de tg (7 + k. n), ou seja, ndo existe a

tangente desses arcos. O esbogo grafico da fungdo tangente evidenciara este fato mais claramente.

e O conjunto imagem de uma fungdo tangentecom y = a + b.tg(c.x + d) é
Im(f) = (— ©,+ ©) =R.
Perceba que para valores de x de 0° até tdo proximo de 90° quanto quisermos, as tangentes crescem para
muito além de 1. Esse crescimento tende(segue) para o infinito.
Angulo = 0° 10° 30° 60° 80° 88° 89° 89,5° 89,9°
tan(6) O 01763 05774 1,7321 5,6713 28,6363 57,2900

1145887 | 572,9572

Analogamente, 0 mesmo acontece no sentido oposto, de 0° até — 90°, tendendo nesse caso, ao infinito
negativo.

Representacdo grafica da fungao tangente

Para explorar a representagdo do grafico de uma fung¢do tangente, primeiro sera apresentado o
esboco da forma mais simples desta fun¢do e, no tdpico seguinte, o efeito de cada parametro na
representacdo da func¢do dada, em relagdo ao gréfico da fungdoy = tg (x).

e Representacdo graficada funcdo f:R > R com y = tg (x).

Este é o caso mais simples de func¢do tangente. O grafico, neste caso, apresenta o
comportamento a seguir.

y=tg

-

J Z

—7mi 2 3w smi2 2m —ami2 o -mi2 w2 w™ dmi2  Aw | emi2 w | Tmi2 /Tl X
7 I
-1

-2

-5

I I

[ I I I I I ] ]

retas assintotas




As linhas tracejadas indicam as retas assintotas a fun¢do y = tg (x) , ou seja, sdo retas das
quais a funcdo se aproxima, tanto quanto possivel, conforme o x é levado a valores muito grandes ou
muito pequenos de y.

Perceba como o grafico se comporta nos intervalos abaixo, dados alguns valores para x.

Angulo (rad) | Angulo (°) tan(z)
0 0° 0
w/6 30° 0,5774
/4 45° 1
/3 60° 1,7321
47 /9 80° 5,6713
227 /45 88° 28,6363
161,9827 /324 89.99° 5729.,5779
/2 90° nao definida

T .
Em 0 < x S7,f e crescente

[ fingulo (rad) | .Emg,‘ul() (°) h tan(x)
162,0187 /324 90.01° -5729,5779
23w /45 92° -28.6363
5m/9 100° -5,6713
27 /3 120° -1,7321
3w /4 135° -1
57/6 150° -0,5774
™ 180° 0
Em % < x < 1, f écrescente

e Periodo: Percebe-se que fora do intervalo 0 < x < m, a func¢do esta repetindo o padrdo esbocado
neste intervalo. Isso nos diz, entdo, que © é o periodo T desta funcdo especificamente. Assim,

T = nrad

e Pontos de Maximo e de Minimos: Ndo ha pontos de maximo e nem de minimo para a funcédo
y = tg(x), nem para qualquer outra lei de fun¢do tangente, pois, conforme aproximamos a variavel x
de angulos especificos, conforme exemplificado anteriormente, a imagem cresce infinitamente ou
decresce infinitamente.

e Amplitude: Como ndo ha maximo e nem minimo para a funcdo y = tg(x), a amplitude nédo esta
definida para esta funcdo. Da mesma forma, ndo estda definida para todas as funcdes deste tipo.

Efeitos dos parametros a, b, c e d na representacdo grafica da fun¢do tangente

Os efeitos dos parametros a, b, ¢,d € R na func¢do tangente sdo iguais aos observados nas
fungbes seno e cosseno, mas com algumas particularidades. A seguir, exemplificamos cada caso.

e Efeito do parametro a
Exemplo. Efeito de translagdo do grafico da funcdo com f(x) =4 + tg(x),onde a =4 .Comosevéa
seguir, o grafico de f esta transladado em 4 unidades para cima, comparado ao graficode y = tg(x) .

y

=3m/

] w2

i aml

2w s5m/
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e Efeito do parametro b
Exemplo. Em relacdo a y = tg (x), ha um efeito de prolongamento vertical do grafico na fungéo

f(x) =3.tg(x),onde b =3.Naprdtica, o coeficiente b modifica a velocidade com que f(x) cresce, se
b > 0, ou decresce, se b < 0, neste ultimo caso também modificando o sinal da fungao.

! =3mi/ 2 w2

e Efeito do parametro c
Primeiro, o periodo na fungdo tangente também é calculado em fun¢do do parametro c. Dada
uma fungdo cosseno qualquer, seu periodo é determinado pela relacdo:
T
lcl

T =

Exemplo. Na funcdo y = tg (2x),como ¢ = 2,0 periodo desta funcdo é

ot __m _ T
el [ 2] 2
|I : y" II ||
| ! I | |' f
.f | ,' _ | oy
|I | 3 | ’
f ' |I [
.’ l [ |
[ : 3'|
| : |
/ ! 4 /
: /
/ : _."'J /
L /
: /'/
! 7
-1yl 2 : mi2 :x
B
| ,z
£ f
/i
{ )
/ ]
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¢ Efeito do parametro d

Exemplo. Considere a funcdo y = tg (x + %) .Em relagdo ao graficode y = tg(x),como d > 0,ha

. T o o .
um deslocamento de comprimento 5 baraa direita, conforme indicado no esbogo a seguir.

EXERCICIOS RESOLVIDOS
Questdo 1. Considere a func¢do:
f(z) =2+ 3.9 (:1: - %)

a) Determine o periodo da fungao.
b) Encontre a equagao das assintotas verticais.
¢) Determine o menor valor positivo de x para o qual f(x) = 2.

Solucao.

T

a) Como na estrutura da funcdo temos ¢ = 1, entdo, da formula T = Tl obtemos T = m.

b) As assintotas da func¢do intersectam o eixo das abscissas nas coordenadas x para as quais a fun¢do

PSP o L. m . M 3m A A
ndo é definida, ou seja, é necessario que x — — Seja =~ ,—— ouarco congruo desses angulos. Sendo
assim,
=tk 4 — 4k Tk
X — 5 = . TC = X = — - . TU = X =~ . TT
4 2 4 2 4

c) Se f(x) = 2, entdo,

2 + 3.tg(x—%)=
3.tg(x—%):2—2

3.tg(x—%)=
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o que implica dizer que

e, desta forma,

_ T
S
sendo este 0 menor valor positivo para o qual se tem f(x) = 2.

Questdo 2. (GM) Na vastiddo do espago, uma estrela extremamente massiva, ao esgotar seu combustivel
nuclear no final da vida, ndo consegue mais resistir a propria gravidade, fazendo com que seu nucleo
colapse violentamente para formar um buraco negro. Considere uma estrela cujo nicleo tem densidade

de 10°kg/cm® no instante que colapsa. A densidade D(t) do que agora se torna uma singularidade

T
(centro de um buraco negro) cresce segundo a lei D(t) = 10° + 10°. tg (t " 220 ) ,emqueté o
tempo de duracdo, especificamente, desse processo descrito, medido em milissegundos (ms) e tal que

0 <t < 210.

Qual a densidade do nicleo do buraco negro depois de decorridos 140 ms do inicio da sua formagao?
(adote:+/3 = 1,7)

Solucdo. O enunciado pede a densidade do nticleo do buraco negro decorridos 140 ms do inicio da sua
formacdo, ou seja, quer-se determinar D(140). Sendo assim, temos

8 9 T
D(140) =10 + 10.tg (140-—420 )

D(140) = 10° + 10°.tg (%)

D(140) = 10° + 10°.+/3
como 3= 1,7
D(140) = 10° +10°.1,7
D(140) = 10° (1 + 10.1,7)
D(140) = 10° (1 + 17)
D(140) = 18.10°

D(140) = 1,8.10

portanto, decorridos 140 ms, a densidade atingida é de 1, 8. 109kg Jcem?®.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Questdo 1. Seja f: R —» R uma fun¢do tangente com a lei

£(t) =20 — tg (g —?r)
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calcule:

2) £(0) b) f(m) 9 (=) d f(—m)

Questdo 2. Dada a fungdo f(x) = — 3 — 5.tg(3mx), determine o periodo dessa funcéo.

Questdo 3. Analise o grafico da fungdo tangente a seguir.

| |
|

r

1

L I LI - B - - - =

| |

-4 =3m - - 4 m 2m Im 4m ﬂrr B m Bm am 10
<D | /

f =3 /
- | ]
| EE| | |

| > | |

Identifique o periodo da fungdo e, sabendo que a representacdo algébrica da funcdo é da forma
y = tg(c.x + d),determine os parametro c e d.

rd T[ A ~
Questdo 4. Uma funcgédo tangente tem periodo T = 217 Qual o valor do parametro ¢ na representagao

algébrica dessa fungdo ?

Questao 5. Durante uma visita escolar ao planetario, estudantes utilizaram um telescépio para estimar o
tamanho de um planeta. O guia, um astrofisico, explicou que o diametro real de um astro pode ser
estimado a partir do seu angulo aparente e a distancia entre o observador e o planeta. Naquele contexto,
os alunos poderiam determinar o didmetro buscado pela lei

L(B) = 6-10° - tg(0)

onde L(0) é o didametro do astro observado e 6 é o angulo aparente de observacdo, medido em radiano.

T[ ’
Sabendo que esse angulo aparente era 8 = ——, pode-se afirmar que o didmetro do planeta é de

a)3,4.10 km b)3,8.10° km ) 4.10% km d) 3,4. 10" km e 4.10" km
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HINO DO PARA

LETRA: ARTHUR PORTO
MUSICA: NICOLINO MILANO
ADAPTACAO E ARRANJO: GAMA MALCHER

Salve, ¢ terra de ricas florestas,
Fecundadas ao sol do equador!
Teu destino é viver entre festas,
Do progresso, da paz e do amor!
Salve, 0 terra de ricas florestas,
Fecundadas ao sol do equador!

O Par4, quanto orgulha ser filho,
De um colosso, tdo belo, e tdo forte;
Juncaremos de flores teu trilho,

Do Brasil, sentinela do Norte.

E a deixar de manter esse brilho,
Preferimos, mil vezes, a morte!

SECRETARIA DE
EDUCACAO

Salve, 6 terra de rios gigantes,
D'Amazonia, princesa louca!

Tudo em ti sdo encantos vibrantes,
Desde a indUstria a rudeza paga,
Salve, 0 terra de rios gigantes,
D'Amazonia, princesa louca!

O Par4, quanto orgulha ser filho,
De um colosso, tdo belo, e tao forte;
Juncaremos de flores teu trilho,

Do Brasil, sentinela do Norte.

E a deixar de manter esse brilho,
Preferimos, mil vezes, a morte!

REALIZAGAO

S| PARA
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