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APRESENTACAO

Caro estudante,

Bem-vindo a Colecao Acelere o Saber.

Nossa maior preocupacao ao desenvolver esta
colecao foi a de ajuda-lo a seguir adiante em seus estudos,
recompondo sua aprendizagem no Ensino Fundamental e
pavimentando sua caminhada em dire¢cao ao Ensino Médio.

Ao longo deste livro vocé sera convidado a pensar,
explorar, resolver problemas, discutir e argumentar
sobre 0s mais variados temas, para que, com a ajuda dos
professores e educadores que estarao ao seu lado, possa

desenvolver as habilidades e competéncias fundamentais
para sua progressao de estudos.

Mantenha-se concentrado em seus objetivos de
aprendizagem para, assim, usufruir desta importante
oportunidade que se apresenta em um momento decisivo
de sua vida escolar.

Esperamos que vocé participe ativamente das
propostas constantes neste material e lembre-se sempre
de contar com nossa colaboracao.

Vamos comecar?

Um abraco.
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O mundo das financas exige que sejam consultados
diariamente os indicadores econémicos.




N Professor

Neste capitulo, abordaremos alguns dos principais conceitos
relacionados ao calculo de porcentagens com aplicacao em
contextos financeiros, promovendo um ambiente propicio

ao desenvolvimento das habilidades relacionadas. Nesse
contexto, sempre que possivel, conte com o uso de calculadora
e de recursos digitais no computador ou celular, como
planilhas eletronicas e aplicativos financeiros, para auxiliar no
desenvolvimento dos conceitos e resolucao de atividades.

O estudo da Matematica Financeira consiste na aplicacao do conhe-
cimento matematico na resolucao de problemas relativos a transacoes
comerciais e financeiras, como, por exemplo, investimentos, financia-
mentos, impostos e operacdoes em mercados de capitais. O dominio dos
conceitos basicos de Matematica Financeira € fundamental para o exer-
cicio das mais diversas profissoes no mundo moderno, assim como para
0 nosso dia a dia.

Saber dimensionar formas de comprar, avaliar as variacoes dos precos
dos produtos que compramos para nossa subsisténcia, compreender 0s
significados basicos dos movimentos da economia nacional e mundial e
suas implicacdes em nossas vidas, controlar uma conta bancaria e ope-
rar os aspectos financeiros de nosso trabalho ou de nossa vida familiar
sao exemplos de acdes que exigem o dominio de conceitos de Matema-
tica Financeira.



N
Porcentagem 7 [

Inicialmente, vamos recordar o conceito de porcentagem, essencial
devido ao seu emprego em praticamente todos os problemas e calculos
financeiros.

Chamamos de porcentagem toda razao %, na qual b =100. Essas ra-

z0es centesimais sao representadas pelo simbolo %. Veja os exemplos:

Al
5 _ _ o | ( E
100 0.05=5% Professor )

137 =1,37=137% A introducao a Matematica Financeira oferece uma
100 valiosa chance de utilizar as vivéncias cotidianas dos

alunos como ponto de partida para explorar os prin-
i — ﬁ —016 = 16% cipios do calculo comercial e financeiro. Comecando
25 100 7T ° pela relembranca dos conceitos de porcentagem, vocé

pode alavancar as experiéncias deles, incentivando-
155 155 o 0s a compreender como esses conhecimentos se

1000 - 100 — 0.155=155% entrelacam com a logica financeira, estabelecendo uma

solida base para a exploracao desse mundo complexo.

-
Calculos com porcentagem

Os problemas que envolvem porcentagem podem ser resolvidos com
0 uso de uma calculadora simples, manipulando-se apenas as quatro
operacoes fundamentais ou a tecla especifica para a operacao (%) dis-
ponivel para esses calculos. No entanto, € importante que se domine os
conceitos de fracoes, razdes e regra de trés envolvidos na maioria das
situacoes em que calculos de porcentagens sao necessarios. Vamos veri-
ficar, nas atividades a seguir, algumas dessas situacoes.

Sempre que hecessario, com o auxilio do professor, vocé podera utilizar
calculadora ou aplicativos de celular e computador para auxiliar nos calculos.

AdobeStock

As ferramentas digitais
podem ser grandes
apoios nas situacoes
de acompanhamento
financeiro e auxilio nos
calculos relacionados.



Atividades resolvidas

R1. Um aluno acertou em um exame 12 das 15 questoes apresentadas. Qual foi sua por-
centagem de acerto?

Resolucao

A razao entre o numero de questoes acertadas e o numero total de questdes apresen-
tadas é:

12 _ 4 _ 8 80

15 5 10 100

Logo. 80% foi a porcentagem de acerto. Isso significa que se a prova tivesse 100 ques-
toes, o aluno teria acertado 80 questoes.

R2. Um vendedor tem 9% de comissao nos negocios que realiza. Qual foi a sua comissao
em uma venda de R$ 36.000?

Resolucao
A comissao do vendedor € 9% da venda, ou seja:

comissao - 9% de 36.000 = 3% x 36.000 = % .36.000 - 3.240

A comissao do vendedor foi de R$ 3.240,00.

R3. Uma loja esta oferecendo 8% de desconto para pagamento a vista ha compra de um

automovel que custa R$ 74.700. Quanto uma pessoa pagara por esse carro a vista?
L

AdobeStock

Professor

Dentro da metodologia deste material, as atividades resolvidas desempenham
um papel fundamental como ferramentas auxiliares no processo de ensino

e aprendizagem. Sugerimos que vocé estimule os alunos a acompanharem
atentamente o detalhado passo a passo de cada resolucao, e, se possivel, 0s
encoraje a replicar as resolucées em seus proprios cadernos. Alem disso, eles
podem explorar a criacao de pequenas variagcoes das atividades ja solucionadas,
O que proporcionara um maior engajamento e compreensao dos conceitos
abordados. Isso permitira que os alunos apliquem os principios aprendidos de
forma pratica e reforcem sua compreensao do conteudo estudado.
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Vamos resolver esse problema de dois modos: utilizando regra de trés e, depois,
com fracao do total.

1> modo - regra de trés:

preco porcentagem
74700 — 100
X—8
74700 _ 100 , , _ 8:74700 _ . 0
X 8 100

Logo, o preco do carro a vista sera: R$ 74.700 - R$ 5.976 = R$ 68.724
2° modo - fracao do total:

Aqui, calculamos o desconto a partir da porcentagem oferecida:

8% de 74.700 = 8 74700 = 5976
100

Portanto, o preco a vista sera:
R$ 74700 - R$ 5.976 = R$ 68.724

L

Professor

Incentive os estudantes a resolverem as
u u atividades em duplas ou em pequenos grupos, de
At I VI dad es modo que possam se ajudar nas resolucdes.

1. Em um treino de basquete, Bruno fez 360 arremessos e errou 198. Qual foi sua
porcentagem de acerto?

AdobeStock

45%




2. Minha classe tem 30 alunos: 18 com 15 anos, 9 com 16 e os outros com 17. Calcule
a porcentagem dos alunos da classe que tém:

a) 15 anos c) 17 anos
60% 10%
b) 16 anos d) 18 anos
30% 0%

3. Uma vendedora recebe 9% de comissao nas vendas realizadas. Qual foi a sua
comissdao em uma venda de R$ 3.000?

R$ 270

4. Um corretor recebeu R$ 21.800 pela venda de duas casas, tendo sido de 5% a taxa
de comissao. Qual o valor de venda das propriedades?

R$ 436.000,00

5. Juca devia R$ 200 a Rodrigo e pagou apenas R$ 74. Quantos por cento da divida
foram pagos?

37%

6. Em uma sala em que 75% dos alunos sao rapazes, estudam apenas 7 mocgas.
Quantos alunos tém a classe?

28 alunos

7. Em uma liquidacao, uma camisa que custava R$ 130 foi vendida com 15% de
abatimento. Quanto passou a custar a camisa?

AdobeStock

R$ 110,50
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Quando uma pessoa pede dinheiro emprestado a outra ou a uma instituicao financei-
ra, ela paga uma espeécie de aluguel pelo tempo que fica com o dinheiro. Esse aluguel
€ sempre uma porcentagem do valor inicialmente emprestado e, alem disso, o valor do

aluguel é proporcional ao tempo que a pessoa fica com o dinheiro.

O aluguel de que falamos chama-se juro (J), a porcentagem que se paga € a taxa de
Jjuro (i), o dinheiro que se pede emprestado € o capital (C) e o total que se paga no final do

emprestimo € o montante (M).

De forma resumida, chama-se juro simples a compensacao em dinheiro pelo
empreéstimo de um capital financeiro, a uma taxa combinada, por um prazo determinado,

produzida exclusivamente pelo capital inicial. @
Professor

Calculo de juros simples

Quando o regime € de juro simples, a remuneracao pelo capital
inicial € diretamente proporcional ao seu valor e ao tempo de apli-
cacao. O tempo de aplicacao € dado pelo numero de periodos em
que a taxa de juros combinada e aplicada. Por sua vez, a taxa € o
fator de proporcionalidade para o calculo dos juros. Assim:
J=C-i'n
C: capital inicial; J: juro simples;

i: taxa de juros; n: numero de periodos

Atividades resolvidas

.

N
Juros simplesmv Av

As palavras e 0s
conceitos iniciais

sobre taxa de juro,
porcentagem, desconto,
entre outras, sao
palavras que pertencem
a0 Nosso cotidiano,
cabendo ao professor
lancar mao de situacoes
do dia a dia para fazer
os alunos interagirem
com maior vontade com
os calculos financeiros,
ganhando habilidade. E
um momento propicio
também para o uso de
calculadora cientifica ou
financeira.

~

R4. Uma pessoa toma emprestado R$ 1.000 pelo prazo de 2 meses de um familiar, pro-
metendo devolver com a taxa de 3% ao més. Qual sera o valor a ser pago como juro?

Resolucao

Vamos inicialmente calcular o juro, més a més.

-12més: juro = 3% de 1.000 = 0,03 x 1.000 =30

- 22 meés: juro = 3% de 1.000 = 0,03 x 1.000 =30

Ao final de 2 meses, os juros totalizam R$ 60.

Ou, entao, podemos resolver o problema diretamente:

J=C:i'n J=1000-0,03:2 J=60

Decorrido o prazo, o valor a ser pago como juro simples sera de R$ 60.




Qual o valor de um capital que, aplicado a taxa de juros simples de 2% ao més, rendeu
depois de um ano R$ 2.400 de juros?

Como ataxa e dei=2% ao més, devemos considerar, para 1 ano, um numero de 12 meses
ou 12 periodos de aplicacado desta taxa para produzir um juro de R$ 2.400. Assim:

J=C-i'n

2400=C-0,02 12

2400=C-0,24= C=10.000

O capital aplicado inicialmente foi de R$ 10.000.

Calculo do montante no sistema
de juros simples

Montante, ou valor acumulado de um capital inicial C, investido a uma taxa / por perio-
do e pelo prazo de n periodos, € a soma do capital inicial, também chamado de principal,
com o juro produzido no prazo determinado.

Indicando o montante por M, temos:
M=C+J

M=C+C:i'n

M=Cl+i-n)

Observe que fixados o capital C e a taxa i, © montante M varia linearmente em funcao
do periodo n.

17



18

Atividades resolvidas

R6. Qual & o montante de um capital de R$ 10.000 aplicado a taxa de 10% a.a (ao ano)
pelo prazo de 2 anos?

Resolucao

Temos:

C=10.000,/=010 en =2 anos
M=Cl+i-n=M=10.000 (1+ 0,10 2)
M =12.000

O montante, apds 2 anos, a taxa de juro de 10% a.a., sera de R$ 12.000.

R7. Que montante recebera um aplicador que tenha investido R$ 5.000, a taxa de juros
simples de 18% a.a., durante 6 meses?

Resolucao

Devemos observar que a taxa e o tempo de aplicacao devem estar na mesma unidade.

Al
Assim, 6 meses equivalem a 6 do ano. & ~
12
Aplicando a férmula, temos: Professor

questione os estudantes sobre

as compras com desconto que
podem ja ter feito, solicitando que
compartitlhem com os colegas como
foi a experiéncia e avaliando, se

M=Cl+i n=M=5000 (1_,_0'18)(@
M = 5.450 e

O aplicador recebera R$ 5.450 ao fim de 6 meses.

) Para enriquecer a contextualizacao,

possivel, as vantagens em cada caso —
apresentado.

- /
Desconto comercial simples

Desconto comercial € aquele que se obtem quando saldamos um determinado com-
promisso antes do vencimento do prazo previamente estipulado. Seu calculo € feito de-
terminando-se o juro simples sobre o valor nominal N do compromisso, a uma taxa de
desconto /, para os n periodos antes de seu vencimento.

Valor do desconto: Dc =N'in
Valor descontado: V.=N-N- in
V. =N1-i-n)



Atividades resolvidas

R8. Uma pessoa pretende saldar um titulo de R$ 5.000 trés meses antes do vencimento,
cuja taxa de desconto comercial € 24% a.a. Qual € o desconto comercial? E o valor des-
contado?

Resolucao
Lembrando que a taxa € anual e deve ser convertida para meses, aplicamos a formula:

Desconto comercial; D.=N- i~ n

0,24

D_=5.000 x x 3=300

Valor descontado:

V. =5000 x (1 _ 9024, 3) = 4700
12

O valor descontado também poderia ser calculado subtraindo-se o desconto do valor
nominal:

V_=5000 - 300=V_=R$ 4700

R9. O valor nominal de uma nota promissoria € de R$ 10.000. Qual € o valor atual (valor
aplicado) se a taxa de aplicacao for de 38,4% a.a., com vencimento daqui a 10 meses?

Resolucao

Considerando o valor nominal (N) da nota como o montante e o valor atual (A) como o
capital inicial, temos:

N=A+i-n = 10000 = (Hm.m)
12

10000=A-132=2A=7575,76
O valor atual é de R$ 7575,76.

Essa operacao € comumente chamada de trazer a valor presente o valor nominal da
nota promissoria, como se ela fosse ser paga ou quitada antes de seu vencimento. Isso
equivale a dizer que sobre os R$ 10.000, calculamos um desconto comercial simples
relativo aos dez meses que ainda faltam para o vencimento. Neste caso, o desconto
comercial foi de:

D, =10.000 - 757576 = D_=R$ 2.424,24
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Atividades

8. Calcule o juro simples referente a um capital de R$ 2.000 aplicado a taxa de juros
de 15% a.a. durante 1 ano.

R$ 300

9. Um capital aplicado a juro simples rende R$ 272 em 10 dias, a 12% a.m. Qual é esse
capital?

R$ 6.800

10. Qual é o capital que, a taxa de 9% a.m., produz R$ 108 em 2 anos?

R$ 50

11. Determine a taxa mensal que faz com que um capital, investido a juro simples
durante 8 meses, tenha seu valor triplicado.

25% a.m.

12. Quanto tempo deve ficar aplicado um capital de R$ 1.600, para que produza um
montante de R$ 1.856, a taxa de 24% a.t. (ao trimestre)?

2 meses




compostos

(EM13MAT203) (EM13MAT303)

Regime de juros compostos € aquele em que o juro gerado pela apli-
cacao ou emprestimo sera incorporado a ele, passando a participar da
geracao de juros no periodo seguinte. Isso significa que, ao fim de um pe-
riodo, o capital passa a ser o capital inicial acrescido dos juros do periodo
e assim sucessivamente. Por essa razao, esse regime € comumente cha-
mado de juros sobre juros e € o regime utilizado em operacdes de em-
prestimos bancarios, cheques especiais, financiamentos e investimentos.

Suponhamos, por exemplo, que uma pessoa tome emprestada, a juro
composto, aimportancia de R$ 1.000 pelo prazo de 4 meses, a taxa de 6%
a.m. (ao més). Observe na tabela a seguir que, a cada més, sao acrescidos
6% de juros ao montante produzido até o final do més anterior.

Saldo no inicio

et Juro por periodo Montante
1 1000 1000 x 0,06 =60 1000 + 60 =1.060
2 1060 1060 x 0,06 = 63,60 1060 + 63,60 =1123,60
3 1123,60 1123,60 x 0,06 = 67,41 1123,60 + 67,41 =1194,01
4 1194,01 1194,01x 0,06 =71,64 1194,01 + 71,64 = 1.265,65

Decorrido o prazo, o valor a ser pago como juro sera:
J=126565-1000= J=R$ 265,65

Compare o juro a ser pago no regime de juros compostos com o valor
em regime de juros simples:

J=C:i-n=®J=1000x 0,06 x4=J=R$ 240

Veja que, com juros sobre juros, o valor € R$ 25,65 maior que o do re-
gime de juros simples.

N
Juros /\7
(&

Professor

Sempre que
possivel, incentive
os estudantes

a recorrerem

a0s recursos
digitais. A tabela
desta pagina, por
exemplo, pode
ser feita em uma

planilha eletronica,

de modo a criar
uma férmula

para que o juro
por periodo e
montante sejam
calculados de
forma automatica.
Se possivel,
explore essa
possibilidade com
os estudantes.

~

J




Calculo do montante no
sistema de juros compostos

No regime de juros compostos, a cada periodo acrescentamos os juros ao montante
Ja produzido, formando um novo capital para o periodo seguinte. A esse processo damos
o home de capitalizacao. Vamos calcular o montante M para um capital C aplicado a uma
taxa i por periodo, ocorrendo capitalizacao no final de cada periodo, em um prazo de n
periodos.

Final do 12 periodo:
M, =C+Ci=M, =C{1+1)

Final do 2¢ periodo:
M,=M +M,-i®M,=M(1+1)
M,=CQ+i)1+i)=CA+0?

Final do 3¢ periodo:
M,=M,+M, - i®M,=M, 1+
M,=CQA+)A+NA+N=CQA+i)p

Final do 4¢ periodo:
M,=M,+M,-i®M,=MJ1+)
M,=C+NA+NA+NA+)=CA+0)*

E assim sucessivamente. Note que os montantes formam uma progressao geometri-
ca de razao (1+1).

Generalizando, o montante ao final de n periodos, a taxa i de juros, € dado por:
M=CQA+i)y

Fixados o capital C e a taxa i, 0 montante M varia exponencialmente em funcao do
periodo n.




Atividades resolvidas

R10. Uma pessoa toma R$ 2.000 emprestados, a juros de 2% a.m., pelo prazo de 10 me-
ses com capitalizacao composta. Qual € o montante a ser devolvido?

Resolucao

- Utilizando a tecla em uma calculadora cientifica:

Calcule inicialmente (1 + 0,02)*°

pigte (@O @O@EODOE

A sequéncia de teclas pode variar dependendo da calculadora.
Depois multiplique o resultado por 2.000. Assim, teremos:

M =R$ 2.437,98

Procuramos o valor do fator (1 + /)", paran=10 e i = 2%, que € 1,218994.
Logo:

M =2.000 x (1,02)*°

M =2000 x 1,218994 = R$ 2.437,98

R11. Calcule o montante produzido pelo capital de R$ 4.000 aplicado a 10% a.t., capitali-
zado trimestralmente, durante 12 meses.

Resolucao

Vamos transformar 12 meses em 4 trimestres e substituir na relacao M = C(1 + /). Logo:
M =4.000 (1+ 0,10)* = 5.856,40

O montante produzido é de R$ 5.856,40.
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R12. Calcule a taxa efetiva de juro mensal para que o capital de R$ 3.450, investido du-
rante 2 anos, produza um montante de R$ 21.877,07.

Resolucao
M=C{l+ )= 2187707 =3.450 (1 + i)*
(14 )2 = 21877.07 o1 4= %/6,3411807
3.450

- Realizando o calculo com calculadora cientifica, digite as seguintes teclas, mas
verifique antes se a sua calculadora obedece a esta ordem:

Vocé deve encontrar como resultado o humero 1,08. Logo:
1+#=108=i=008=i=8%am.

R13. Um investidor aplicou R$ 25.000 em uma instituicdo que paga 3% a.m. Apos certo
periodo, ele recebeu R$ 35.644,02, estando incluidos nesse valor os juros compostos
creditados e o capital investido. Por quanto tempo o dinheiro ficou aplicado?

Resolucao
M=C(1+ )= 35.644,02 =25.000 (1 + 0,03)"

(1,03)" = 35:644.02 = (1,03)" = 1,4257608
25.000

- Inicialmente, calculamos o logaritmo decimal dos dois lados da igualdade. Com
uma calculadora cientifica, obtemos os valores dos logaritmos e determinamos n.
Acompanhe:

log(1,03)" = log 1.4257608 = n - log(1,03) =

- log 14257608 = n = 10914257608
log1,03

leg) L1 (L J (425 28] (o8] L lleg) (1] L J(0J(3J
Portanto, n =12 meses.

- Assim:

(1.03)"=1,4257608

O fator 1+ /)", parai=3%en=12, € 14257608.

Logo, ovalorden é 12.




13. Calcule o montante de uma aplicacdo de R$ 1.000 a 4% a.m., capitalizado
mensalmente, durante 5 meses.

R$ 1.216,65

14. Um capital de R$ 10.000 foi investido huma caderneta de poupanca em regime
de capitalizacao, que paga um juro mensal de 0,85%. Qual o valor que o investidor
encontrara no extrato da caderneta ao final de 2 anos?

R$ 12.252,41

15. Calcule o montante de um capital de R$ 2.500 aplicado a uma taxa de juro
composto de 2% a.m. durante 9 meses.

R$ 2.987,73

16. Determine o capital que, investido a juro composto de 3% a.m. durante 4 meses,
produziu um montante de R$ 6.000.

R$ 533,09

17. Um cliente abriu uma caderneta de poupanca, onde depositou R$ 2.000. Nos
quatro primeiros meses, essa poupanca pagou 1,1%, 0,9%, 1,2% e 1,0% de juros,
sucessivamente. Qual o montante produzido ao final do quarto més?

R$ 2.085,33.

18. Um lote é posto a venda por R$ 50.000 de entrada e R$ 200.000 em 10 anos.
Como opcao, o vendedor pede R$ 250.000 a vista. Se a taxa de juros (compostos) de
mercado é de 2% a.m., qual a melhor alternativa?

Pagamento a vista.

25
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Resumo

Calculo de juros simples
J=C:i'n
C: capital inicial; J: juro simples;

i: taxa de juros; n: numero de periodos

Calculo do montante no sistema de juros simples

M=C1+i n

Desconto comercial simples &professo, A

D =N: in
N : valor nominal; i: taxa de desconto;

n. periodos antes do vencimento

Valor descontado
VC:N(l—/-n)

Sugira aos estudantes revisitarem
O resumo sempre que necessario,
podendo também anotar outros
conceitos que achem necessarios
para melhor entendimento. Se
possivel, deixe que utilizem o
resumo para auxiliar na resolucao
da bateria final de atividades a
seqguir.

- J

Calculo do montante no sistema de juros

compostos
M=CQ+)

HP 12¢
Platinum
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Avalie o que aprendeu

(EM13MAT203)

1. No primeiro dia do més, um investidor aplica uma certa quantia. No segundo dia, o in-
vestidor aplica o dobro da quantia aplicada no primeiro dia. No terceiro dia, aplica o triplo
da quantia aplicada no primeiro dia, e assim sucessivamente. Ao fim de 20 dias, a quantia
total aplicada foi de R$ 6.300. Entao, a quantia aplicada no primeiro dia foi de:

a)R$ 15 ¢)R$ 20 &) R$ 35
(b)RS$ 30 d)R$ 25
(EM1I3MAT203)

2.Um eletrodoméstico esta a venda por R$ 1.200 em trés pagamentos: R$ 400 de entrada,
R$ 400 um més depois e R$ 400 dois meses depois. Para pagamento a vista, o comercian-
te da um desconto de 20%. Supondo que a inflacao tenha se estabilizado em 20% ao més
e que, mantendo o dinheiro no banco, o comprador ganhe correcao mensal, nesse caso:

a) O plano parcelado é mais vantajoso.
O plano a vista € mais vantajoso.
¢) Nenhum dos planos tem vantagem sobre o outro.
d) O plano parcelado so6 € vantajoso se forem comprados 2 produtos.

e) O plano a vista so é vantajoso se forem comprados 2 produtos.

(EM13MAT203)

3. Se 0s precos aumentam 10% ao més, qual a porcentagem de aumento em um trimestre?
a) 11% c) 11.8% (e)33.1%

b) 3.1% d) 25.8%

(EM13MAT203)

4. Bancos costumam fazer propagandas do tipo: “Aplique hoje R$ 2.000 e receba R$
4,120 daqui a 5 meses”. Qual é a taxa mensal de juros que um banco que faz essa propa-
ganda aplica sobre o valor investido?

a)4.12% a.m ) 1111%a.m (@)1555%a.m
b) 8.24% a.m d) 14.44% a. m
(EM1I3MAT303)

5. Um investidor aplicou no mercado financeiro um capital de R$ 300.000 a juros com-
postos de 4,5% am. durante 3 meses. O montante, ele reaplicou a 6% am. No final da
operacao, ele obteve um montante de R$ 730.000. Qual foi o periodo total em que o
capital esteve aplicado?

a) 8 dias i a
b) 16 dias Professor

C) 8 meses A sugestao para a utilizacao desta serie de atividades finais € como uma avaliacao
‘16 meses somativa. Essa avaliacao pode ser adaptada conforme sua preferéncia, podendo
ser realizada individualmente, em duplas ou em pequenos grupos, de acordo com o
e) 32 meses metodo que melhor se alinha aos objetivos de ensino e a dinamica da sua turma. Isso

proporcionara aos alunos uma oportunidade de demonstrar suas aprendizagens de
maneira colaborativa ou individual, garantindo uma avaliacao abrangente.

~
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(EM13MAT203)

6. (Fuvest-SP) Um comerciante deu um desconto de 20% sobre o preco de venda de
uma mercadoria e, mesmo assim, conseguiu um lucro de 20% sobre o preco que pagou
pela mesma. Se o desconto nao fosse dado, seu lucro, em porcentagem, seria:

a) 40% d) 55%

b) 45% e) 60%
(c)50%

(EM13MAT203)

7. (Unesp-SP) Um advogado contratado por Marcos consegue receber 80% de uma
causa avaliada em R$ 200.000 e cobra 15% da quantia recebida a titulo de honorarios.
A quantia, em reais, que Marcos receberd, descontada a parte do advogado, sera de:

a) 24000 d) 160.000
b) 30.000 e) 184.000
(c)136.000
(EM13MAT203)

8. (FGV-SP) Um aparelho de TV é vendido por R$ 1000 em dois pagamentos iguais, sem
acréscimo, sendo o 12 como entrada € 0 22 um més apos a compra. Se o pagamento for
feito a vista, ha um desconto de 4% sobre o preco de R$ 1.000. A taxa mensal de juros
simples do financiamento é aproximadamente igual a:

(2)8.7% d) 5.7%
b) 7.7% e) 4.7%
C) 6.7%

(EM13MAT203)

9. (Unifesp-SP) Com relacao a dengue, o setor de vigilancia sanitaria de um determinado
municipio registrou o seguinte quadro, quanto ao numero de casos positivos:

- em fevereiro, relativamente a janeiro, houve um aumento de 10% e
- em marco, relativamente a fevereiro, houve uma reducao de 10%.

Em todo o periodo considerado, a variacao foi de:

(a)- 1% d) 0.1%
b) - 0.1% e) 1%
c) 0%

(EM13MAT203)

10. (Unifesp-SP) Uma empresa brasileira tem 30% de sua divida em dolares e os restan-
tes 70% em euros. Admitindo-se uma valorizacao de 10% do dolar e uma desvalorizacao
de 2% do euro, ambas em relacao ao real, pode-se afirmar que o total da divida dessa
empresa, em reais:

a) aumenta 8%. d) diminui 1,4%.
b) aumenta 4,4%. e) diminui 7.6%.
@aumenta 1.6%.



(EM13MAT203)

11. (UFV-MG) Uma pessoa deposita uma quantia em dinheiro na caderneta de poupanca.
Sabendo-se que o montante na conta, apos t meses, € dado por M(t) = c - 2°°%, em que C
€ uma constante positiva, o tempo minimo para duplicar a quantia depositada é:

a) 6 anos e 8 meses. d) 9 anos e 3 meses.

b) 7 anos e 6 meses. e) 10 anos e 2 meses.
@8 anos e 4 meses.

(EM13MAT203)

12. (PUC-RS) A cada balanco anual, uma firma tem apresentado um aumento de 10% de
seu capital. Considerando Q, o seu capital inicial, a expressao que fornece esse capital C
ao final de cada ano (t) em que essas condicoes permanecerem é€:

(a)c=0q, 1D c)C=Q, (0.1 e) C=Q, (10
b)C=C @1 d) C=C O
(EM13MAT203)

13. (EEAR-SP) Para obter-se um total de R$ 22.800,00 ao finalde 1 ano e 2 meses, a taxa
de 12% ao ano, a juros simples, € necessario que se aplique:

a) R$10.000,00 ¢) R$ 15.000,00
b) R$ 12.000,00 (d)R$ 20.000,00
(EM13MAT203)

14. (CN-RJ) Se uma pessoa aplica somente 2/5 de seu capital em letras durante 90 dias, a
taxa de 2,5% ao més (juros simples) e recebe R$ 9.600,00 de juros, entdo seu capital & de:

a) R$ 128.000,00 d) R$ 400.000,00

b) R$ 240.000,00 e) R$ 960.000,00
(c)R$ 320.000,00

(EM1I3MAT303)

15. (CEF-DF) Um capital de R$ 15.000,00 foi aplicado a juro simples a taxa bimestral de
3%. Para que seja obtido um montante de R$ 19.050,00, o prazo dessa aplicacdo devera
ser de:

a)1ano e 10 meses 1 ano e 6 meses
b)1ano e 9 meses e) 1ano e 4 meses
c)1lano e 8 meses

(EM13MAT203)

16. (Escreva-TAC-SP) Um capital de R$ 23.000,00 foi aplicado durante 4 meses a uma
taxa mensal de juro simples de 3%. Vencida essa aplicacao, apenas os juros obtidos fo-
ram reaplicados a uma taxa de juro simples de 3,5% durante 3 meses. Nesta reaplicacao,
o investidor obteve de juro a quantia de:

(a)R$ 289,80 ¢) R$ 290.00 e) R$ 299,80
b) R$ 288,90 d) R$ 279,80
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(EM13MAT203)

17. (TRT-RJ) Em um boleto bancario consta o pagamento de R$ 70,00 a ser efetuado até
o vencimento. Sabendo-se que apos o vencimento € cobrado 0,5 % de juros simples por
dia de atraso, acrescido de multa de R$ 5,00, se esse pagamento for efetuado com 15
dias de atraso, a quantia a ser paga devera ser de:

(2)R$ 80.25 d) R$ 75,35
b) R$ 127.50 e) R$ 82,50
C)R$ 75,25
(EM13MAT203)

18. (Enem-MEC) Joao deseja comprar um carro cujo preco a vista, com todos os descon-
tos possiveis, € de R$ 21.000,00, e esse valor nao sera reajustado nos proximos meses.
Ele tem R$ 20.000,00, que podem ser aplicados a uma taxa de juros compostos de 2%
ao més, e escolhe deixar todo o seu dinheiro aplicado até que o montante atinja o valor
do carro.

Para ter o carro, Joao devera esperar
a) dois meses, e tera a quantia exata.
b) trés meses, e tera a quantia exata.
@trés meses, e ainda sobrarao, aproximadamente, R$ 225,00.
d) quatro meses, e tera a quantia exata.

e) quatro meses, e ainda sobrarao, aproximadamente, R$ 430,00.
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Os codigos de barras sao sequéncias numericas usadas para identificar produtos. Esses
codigos sao lidos por computador. Podemos presenciar isso sendo feito nas compras em um

supermercado, por exemplo.




N Professor

Neste capitulo, abordaremos os sistemas lineares, matrizes
e determinantes, enriquecendo os conceitos com insights
historicos e exemplos de aplicacdes praticas que se
conectam diretamente a vida cotidiana dos alunos. Nosso
objetivo € ampliar o entendimento por meio de discussoes
que contextualizam os topicos, alinhando-os as habilidades
propostas pela BNCC para este capitulo. Dessa forma,
promoveremos uma compreensao mais profunda e
enriquecedora dos conteudos apresentados.

Os primeiros exemplos de sistemas lineares sao encontrados nos re-
gistros de antigas civilizacdes por volta de 2000 a.C. Ao final do século
XVIII, foram desenvolvidos méetodos de resolucao de sistemas lineares
baseados em tabelas numeéricas formadas pelos coeficientes das equa-
coes que compunham esses sistemas. Essas tabelas numeéricas deram
origem ao que hoje denominamos de matrizes e determinantes, que,
alem de serem aplicadas ao estudo dos sistemas lineares, possibilitaram
o desenvolvimento de novos ramos da Matematica.

Neste capitulo, vamos comecar estudando os sistemas lineares, as
matrizes e os determinantes.
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Professor \\

(EM13MAT302) Comente que ja em 250 a.C. encontramos \/

uma importante contribuicao chinesa ao de-
senvolvimento da Matematica: a obra Nove

Capitulos Sobre a Arte Matematica. Nela, en-
contra-se o quadrado magico, no quala soma
de quaisquer elementos de linhas, colunas ou

diagonais resulta no mesmo valor, neste caso,
a soma e 15. Os gregos tambéem desenvolve-
ram metodos de resolucao de alguns siste-

|
mas de equacodes de 1° grau, como aqueles
encontrados na obra de Diofanto de Alexan-
dria (2217-305?). Trabalhos dessa natureza

sao igualmente encontrados nas obras de di-
o . ~ . versos matematicos hindus, como Aryabhata
Equacao linear € toda equacao do tipo | «76-550) e Brahmagupta (589-668), e ara-
bes, como Al-Khowarizmi (780?-840) e Omar

alxl + 02X2 oot C!an =k Khayyam (1408-1131). Isso se repete ate os
em que: dia{s atuais.. com a Mateméti;a sendo cons-

B ) ) ) B truida por inumeros nomes importantes ao
° X1' X2, Xn Sao as mcognltas da equacao; longo da historia.

*d,, 4, .. d_SAa0 nUMeros reais denominados TOTICIENTES Ua eqUacao,
* R € um numero real chamado termo independente da equacao.

E importante salientar que toda equacao linear tem incognitas de
primeiro grau, isto €, os expoentes das incognitas sao iguais a 1. Observe
os exemplos de equacoes lineares:

- 2x, + 3x, - x, =7 tem coeficientes 2, 3 e - 1 e termo independente 7

*4x-3y+z-2t= \/5 tem coeficientes 4, -3, 1 e -2 e termo independente JE :
- 3x +y =0 tem coeficientes 3 e 1 e termo independente O.

Sempre que o termo independente de uma equacao linear € zero, ela
€ chamada de equacao linear homogénea.

Toda sequéncia ordenada de numerosreais que verificauma equagao
linear € chamada de solugao da equagao. Assim, uma sequéncia (o, o,
. 0, ) sera solucao da equacao linear ax, + ax, +..+ax =R se ocorrer
aoc +a,0,+..+ao =k

Observe alguns exemplos de solucoes e note que uma mesma
equacao linear pode ter mais de uma solucao:

* 2x, + 3X, - x, =7 tem como uma de suas solucoes a terna (2, 1, O), pois:
2:2+3:1-0=7=27=7
Jaaterna(l 2, 1) também é solucao desta equacao, pois:
2:1+3:2-1=7=27=7

cA4x -3y +z- 2t =+/3 tem como uma de suas solucdes (1, 0, V3, 2), POIsS:
4:1-30++3-2:2=4-0+3-4=3
V3 =43

V3
As quadruplas (O, O, \/§ 0), (O'O'ZE'T e(@. \/§ —JE. 0) tambem

sao solucodes, pois satisfazem a equacao linear;
+ Aquadrupla (O, O, O, O) é solucao da equacao linear homogénea 3x - 4y
+2z+1t=0, pois:
3:0-4:-0+2:-0+0=0
Uma sequéncia (0, O, O, .., 0) sera sempre uma das solu¢des para uma
equacao linear homogénea. Esta solucao € denominada solucao trivial.
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Professor

Dentro da metodologia deste material, as atividades resolvidas desempenham um papel fundamental como
ferramentas auxiliares no processo de ensino e aprendizagem. Sugerimos que vocé estimule os alunos a
acompanharem atentamente o detalhado passo a passo de cada resolucao e, se possivel, os encoraje a
replicar as resolucoes em seus proprios cadernos. Alem disso, eles podem explorar a criacao de pequenas
variagoes das atividades ja solucionadas, o que proporcionara um maior engajamento e compreensao dos
conceitos abordados. Isso permitira que os alunos apliquem os principios aprendidos de forma pratica e
reforcem sua compreensao do conteudo estudado.

\_

Atividades resolvidas

R1. Verifique se a equacao linear homogénea x + y + z + t = O admite como solucoes
as quadruplas (-1, 1, -1, 1) e (-2, 2, -2, 2), além da trivial. Depois escreva uma quadrupla
genérica, em funcao do parametrom e R.

Resolucao

As quadruplas (-1, 1, -1, 1) e (-2, 2, -2 ,2) satisfazem a equacao, pois -1+1-1+1=0¢e
2+2-2+2=0.

Uma quadrupla genérica que represente parte das solucdes da equacaox+y+z+t=0
pode ser expressa em funcao de me R como (m, -m, m, -m). Essa quadrupla representa
um subconjunto do conjunto de solucdes para a equacao.

R2. Dada a equacao x - 3y - z = 4, determine p de modo que (O, O, p) seja solucao da
equacao.

Resolucao
Substituindo O, O e p em x, y € z, temos, respectivamente:
0-3 0-p=4=>-p=4=p=-4 a

Professor

Sempre que possivel, incentive os estudantes a

] u
At I v I dades resolverem as atividades em duplas ou em pequenos
grupos, de modo que possam se ajudar nas resolucoes.

/
1. Verifique quais das ternas seguintes sao solucoes da equacao linearx+y - 2z=2:
a) (1, 2, 4) Nao é solucao. c) (=3, =5, 3) Nao ¢ solucao.
b) (1, 2, ;) E solucao. d) (O, O, O) Nao é solucao.

2. Dada a equacao 2x - 2y -4z =4, determine p de modo que cada uma das ternas seja
solucao da equacao:

a) (0,0, p) -1 c)(p+130) 4

3
2

b) ({1 -2p. 1 d)(p.p.p+5) -6
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Sistemade /™.
equacoes

</
lineares ...

Um sistema de equacoes lineares m x n € um conjunto de m equacoes
lineares, cada uma delas com n incognitas:

A1
&Professor )

E fundamental enfatizar que a compreensao do
sistema de equacoes sera um alicerce essencial para a
compreensao dos conceitos que os alunos abordarao
logo adiante neste capitulo. Portanto, reforcar a clareza
e aprofundamento nessa primeira etapa do conteudo
€ de extrema importancia para que possam avancar
de maneira solida e bem-fundamentada nos topicos

ax +a X +.+ad X =b
11 1 12 2 in n 1
ax +a X +.+40 X =b
21 1 22 2 2n n 2
a X +a0 X +.+0 X =Db
mi 1 mz2 2 mn n m

em que:

* X, X, . X_SQ0 Incognitas;

a a4a, - a subsequentes.
aZl C722 o aZﬂ = R \ ‘ot /
. _ ) sdo coeficientes numeéricos:;
a a cee a
mi m2 mn

b, b, ..b saotermos independentes.

Observe os exemplos de sistemas lineares:

1, JX+Y =5
X—y=2
Esse € um sistema linear 2 x 2, pois € formado por duas equacoes
lineares com incognitas x e y.

X+2y—-3z2=4
2.i2x—-y+z=5
X+y-2z=1

Nesse caso, temos um sistema linear 3 x 3, com trés equacoes
lineares e trés incognitas x, y e z.

3 Jx+ty+z=2
X+2y-3z=0



Aqui temos um caso de sistema linear do tipo 2 x 3, pois tem apenas duas equacoes e
trés incognitas x. y e z.

X+y+2z=0
4.2x+y-z=0
X-3y+z=0

Ja esse sistema e do tipo 3 x 3, pois € formado por 3 equacoes lineares e 3 incognitas
e Como suas equacoes lineares sao todas homogéneas, o sistema € denominado
sistema linear homogéneo.

Todo sistema linear do tipo:
ax +d x +.+4a x =0
1 1 12 2 in n
ax +a x +.+a x =0
21 1 22 2 2n n

a X +ada X +.+a x =0
m1 1 mz2 2 mn n
€ denominado sistema linear homogéneo do tipo m x n.

Denominamos solucao do sistema linear toda sequéncia ordenada de numeros reais
que verifica, simultaneamente, todas as equacdes do sistema. Dessa forma, resolver
um sistema significa encontrar todas as sequéncias ordenadas de numeros reais que
satisfacam as equacoes do sistema.

Um sistema linear pode ser classificado de acordo com o numero de solucées que
admitir. Considerando esse criterio, existem trés classes de sistemas lineares:

- 0S possiveis e determinados, para os quais existe uma unica solucao;
- 0S possiveis e indeterminados, que tém infinitas solucoes;
- 0s sistemas impossiveis, para 0os quais nao existe solucao.

Acompanhe alguns exemplos de classificacoes de sistemas de equacoes lineares:

- O par ordenado (2, 1) é solucado do sistema JX ¥ ¥ = 3 pois J2 T1 =3
X-y=1 2-1=1

Como nao existe outro par que satisfaca simultaneamente as duas equacoes, dizemos
que esse sistema € possivel e determinado, pois possui uma unica solucao.

Asternas(l, 1, De (o, i 5) sao algumas das infinitas solucdes do sistema
33

044,54

X+y+2=3 ppis)lt1+1=3 ¢ 3 3 .

X—y+2z=2 1-1+2=2 |g_4,10 _,
2R

Por essa razao, esse sistema ¢ possivel e indeterminado.

- Para o sistema {X +¥Y =1 naoexiste um par de nimeros reais que satisfaca simultane-
X+y=7

amente as equacoes. Logo, o sistema nao tem solucao, portanto € impossivel.
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Atividades

3. Escreva em seu caderno quais sistemas sao lineares:

){X+y=—1
X-y =3

Nao é sistema linear.

o) X—y+2z
2X+y -2z

Il
=

E um sistema linear.

4. Verifique se a terna (0, 1, 1) é solucao dos sistemas:

X+y+z=2
a)ix+y-z=0
2X+2y+z=3

E solucao.

X-—y—-z=-2
b) X —-y—-2=0
2Xx+y—-2=0

Nao e solucao.

[Cx
Professor )

O ensino de sistemas lineares escalonados desempenha um papel crucial na
compreensao da algebra linear e suas aplicacdes. Ao aprender a organizar as equacoes
de um sistema de forma escalonada, os alunos desenvolvem habilidades analiticas que os
capacitam a encontrar solucdes mais eficientemente. Aléem disso, essa abordagem oferece
uma visao clara das relacdes entre as variaveis e as restricoes impostas pelas equacoes,
permitindo que os estudantes analisem e interpretem as solucées de maneira mais
profunda. O ensino de sistemas lineares escalonados nao apenas promove a capacidade
de resolver problemas matematicos, mas tambéem estimula o pensamento logico e a
aplicacao pratica desses conceitos em diversos contextos da matematica e alem.




Sistema escalonado

Sistema linear escalonado e todo sistema no qual as incognitas das equacoes lineares
estao escritas em uma mesma ordem e o 12 coeficiente nao nulo de cada equacao esta a
direita do 12 coeficiente nao nulo da equacao anterior.

Observe os exemplos a seguir.

1. Neste exemplo, o sistema 2 x 2 € escalonado. Note que a primeira equacao tem dois
coeficientes nao nulos; a segunda tem apenas um.

{2x+y:4
3y =6

2. Neste caso, o sistema € do tipo 3 x 3 e também esta escalonado. A primeira equacao
tem trés coeficientes nao nulos, a segunda, dois, e a terceira, apenas um.

X+y+2z=5
y+z=3
z=1

3. Este sistema, apesar de ser do tipo 2 x 3, também e escalonado.

{x+y+z=4
y-z=3

A partir da definicao, pode-se concluir que em todo sistema escalonado, 0 numero de
equacoes € sempre igual ou menor que o numero de incognitas.

Resolucao de um sistema
escalonado

Para se resolver um sistema escalonado com m equacoes e n incognitas, devemos
considerar dois casos:

Numero de equacoes (m) = Numero de incognitas (n)

ax + ax + - + ax =

1 1 1122 2 in n 1
ax + - 4+ ax =

22 2 2n n 2

a x = k

nn n n
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Para se chegar a solucao desse sistema, parte-se da ultima equacao, que fornece
diretamente o valor de x_ e, por substituicao nas equacoes anteriores, obtem-se os

valoresde x ., X ,..X,€X,.

Numero de equacoes (m) < numero de incognitas (n)

ax + ax + - 4+ ax =
1 1 12 2 in n 1
ax + - + ax =
22 2 2n n 2
ax + - + ax =R
my nn n n

Para se resolver esse tipo de sistema, procede-se da seguinte forma:
1) identificam-se as variaveis que nao iniciam equacoes (variaveis livres);

2) transpdem-se as variaveis livres para o segundo membro de cada equacao e
atribuem-se a elas valores reais arbitrarios.

Com esse procedimento, obtém-se um sistema em que o numero de equacoes €
igual ao numero de incognitas, que pode ser resolvido por substituicoes sucessivas.
Acompanhe os exercicios resolvidos.

Atividades resolvidas

R3. Resolva e classifique o sistema:
Professor
x+y+2z=5(0 Comentario na pagina 42.
y+z =3
z =12l
Resolucao

Da equacao (ll), temos z = 1. Substituindo o valor de z na equacao (), obtemos y:
y+l=5=2y=4

Substituindo z e y em (1), obtemos x:

X+4+2 - 1=5x=-1

A Unica solucao do sistema € a terna (-1, 4, 1). Logo, esse sistema € possivel e
determinado.




Atividades

5. Escreva em seu caderno quais sao os sistemas escalonados:

2X+y+2=4
a) 3y+z=5
z=1

E sistema escalonado.

b) 2X+y =5
X+y=2

Nao é sistema escalonado.

6. Indique, se houver, as variaveis livres nos sistemas:

X+y+z+t=1
a) y+z+t=2
z-t=1

J_Cfl\§
Avariavel livre e t.
Professor )

b) {X ty+z+a=3 Existem ferramentas digitais que podem ausxiliar na resolucio

y—2z+ =1 de sistemas lineares. Se julgar pertinente, pesquise e apresente
algum desses para os alunos, orientando-0s no uso consciente
desse tipo de ferramenta. Um exemplo € a seguinte ferramenta
on-line: https://linkja.net/matrixcalc.

\_ J
Escalonamento e resolucao de

um sistema linear

As variaveis livres sao z e t.

Dado um sistema linear S, pode-se obter um sistema escalonado que seja equivalente
a S. Dizemos que dois sistemas lineares sao equivalentes quando toda solucao de um for
também solucao do outro e vice-versa. Por exemplo, os sistemas:

X+y=3 o [X+y=3
xX-—y=1 X+y=7

sao equivalentes, pois ambos tém como unica solucao o par (2, 1).



L}

| : >%Professor )

Como atividade extra, resolva com os estudantes na
lousa, ajudando-0s no passo a passo a resolver o sistema

X+y—z+t=5
2z—t=4

tem duas variaveis livres: y e t. Atribuiremos a elas os

valores reais a € B. Assim, paray = a e t = B, o sistema fica:

{X+0L—Z+B=5 {x—z=5—a—ﬁ
2z-p=4 T loz=4a+p

. Comente que neste caso, o sistema

4+8

Da segunda equacao z = e substituindo na primeira

equacao, teremos o valor de x:

4 +
x—z=5—a—B—>x—TB=5—o¢—B
+
X=5—0¢—[2’;+4—B
2
=10 2a 228 4 B—>X=14 22(1 B

Assim, explique que os valores encontrados nos permitem
escrever a solucao geral do sistema em funcao de

a e B reais e classifica-lo, também, como possivel e
indeterminado, com grau de indeterminacao igual a 2.

“4-2a-B 4+8B B
2 2

Agora, peca que acompanhem tambem as atividades
resolvidas do livro e as refacam no caderno.
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Podemos transformar qualquer sistema linear em um outro equivalente pelas
seguintes transformacoes elementares, realizadas com suas equacoes:

- trocar as posicoes de duas equacoes do sistema;
- multiplicar uma equacao do sistema por um numero real nao nulo;
* somar a uma equacao do sistema uma outra multiplicada por um numero real.

Para resolvermos sistemas lineares por escalonamento, procuramos obter sistemas
equivalentes, utilizando tantas transformacoes lineares quantas forem necessarias, até
encontrarmos um sistema escalonado.

Atividades resolvidas

2x+y =5

R4. Resolva o sistema { .
X+4y =6

Resolucao
Inicialmente, trocamos a posicao das equacoes, pois € conveniente ter coeficiente igual
a1l na primeira equacao.

X+4y =6
2x+y =5

Depois, eliminamos a incognita x da segunda equacao. Para tanto, multiplicamos a
primeira equacao por -2 e a adicionamos a segunda equacao.

X+ 4y = 6 {x+4y=6
=
{2X+)/=5‘+@ -7y ==7
Da segunda equacao, temos y =1.

Substituindo y =1 na primeira equacao, obtemos x = 2.

O par (2, 1) € a unica solucao do sistema. Portanto, o sistema € possivel e determinado.

R5. Resolva, se possivel, o sistema J X T2V =5
3x+6y =3

Resolucao

X+2y =5 4oy =
@ y=5

{3X+6y=3 ; = { oy = —12

Note que a equacao Oy = -12 nao possui solucao: nao existe numero que, multiplicado
por zero, dé -12. Quando ocorrer, durante o escalonamento, uma equacao desse tipo, 0
sistema sera impossivel.




Atividades

7. Escalone os seguintes sistemas lineares:

a){x+y=2 o) zitﬁi

3x -2y =6 X—y=1
{x+y:2 {X+y=5
-5y =0 y=2

8. Classifique os seguintes sistemas em possivel determinado (SPD), possivel e inde-

terminado (SPI) ou impossivel (SI):

a){x+y+z:3

C){x+y+z+i_‘:4

y—z=5 z-t=1
SPI SPI
X+y+z=1 X—-y+2z=1
o) y—z=4 d) y+z=3
zZ =2 0z =4
SPD g

9. Escalone e classifique os seguintes sistemas:

X+y+z=1 X+y=1

ali2x+y-32=4s b) ix—y=-1

3X+2y—-2z=5 X+2y =0
X+y+z=1 X+y=1
y+5z =-2,SPI y=1,8
0z=0 y=-

Discussao sobre um
sistema linear

aa%
Professor

Ao guiar os alunos atraves das
atividades resolvidas, destaque

a importancia de uma analise
atenta para compreenderem

as diferentes classificacoes de
sistemas lineares. Incentive-os a
examinar os passos de resolucao
e a identificar as caracteristicas
distintas de cada tipo. Alem

disso, considere usar exemplos
adicionais na lousa, aprofundando
a compreensao com variedade de
cenarios. Essa abordagem auxiliara
na internalizacao das nuances de
cada classificacao, preparando

os alunos para aplicar esses
conhecimentos de forma confiante

e precisa em futuras situagoes.

.

)

Discutir sobre sistema linear significa analisar as possibilidades de solucao em funcao
de valores que podem ser atribuidos a alguns de seus parametros. Assim, apos o
escalonamento do sistema, deve-se considerar para quais valores dos parametros pode-
se ter um sistema possivel e determinado, um sistema possivel e indeterminado ou um

sistema impossivel.
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Atividades resolvidas

X+y=4

R6. Discuta, em funcao do parametro a, o sistema: { .
2x +ay =6

Resolucao

Inicialmente, escalonamos o sistema efetuando as transformacades lineares indicadas:

{“V:“

2X +ay =6 ~——

ot =

1Sea-2=#0,entdoy= - = . Substituindo na primeira equagao, achamos x

(tambéem em funcao de a:

2
X+y=4=x+ =4
2—-a
o4 2 _ 8-4a-2 =6—40!
2—-a 2—-a 2—-a
Entao:

6 - 4a

2-a '2-a
depende de a, mas para cada a fixado, ela € unica. Portanto, para a # 2, o sistema &
possivel e determinado.

Para cada a # 2, o par ( ) € solucao da equacao. Note que essa solucao

2)Sea-2=0,(ouseja, a=2) temos na segunda equacao (a - 2y=-2,ouseja, 0 y=
-2, 0 que e impossivel. Logo, para a =2, o sistema € impossivel (hao existem valores de
X e y que satisfacam simultaneamente as duas equacoes).

Resumindo, temos:

6—4c1e 2
2—q V7 2 ¢

1) a # 2 = sistema possivel e determinado, com solucdes x =

2) a = 2 = sistema impossivel

R7. Determine m € R de modo a se admitir apenas a solucao trivial para o sistema
homogéneo:

3Xx —my =0
6x+2y =0




Resolucao

{3x—my=o

6x+2y =0 <~

3X—my =0
(2m+2)y =0

Para que o sistema admita apenas a solucao trivial, ele deve ser possivel e determinado
Para isso:

2m+2#0=>m=-1

S=slme R|m=-1

Atividades

10. Discuta os sistemas nas incognitas x e y.

{X+2y=4 {ax+y:2
)

3x -5y =a X—y=1+b

ae R=SPD Sea#-1= SPD

Sea=-leb=-3=SPI
Sea=-leb#-3=49l

o [2x-ay =5 q J3XFy=b
4X +2y =a @+ 1x +2y =-1
a#-1=SPD Sea#5= SPD
a=-1-5 Sea:5eb:—§:>SPI

1
Sea=5eb#-— =Sl
2

11. Discuta os sistemas lineares nas incognitas x, y e z.

X+y+2z=6 X+py+z=1
a){7x+y—-3z=10 b)2X+3y -z =q
AX+y+kz=0p X+y—4z=2

Se k#-1= SPD
Sek=-lep=8=SPI

12 13
Sek=-lep#8=Sl Sep=7eq=z:>SPl
12
Sep=— eq;tﬁ =Sl
/ 5
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12. Resolva e classifique os sistemas lineares homogéneos:

2X -3y =0

S =1{(0, O)}; sistema determinado

©)

X+y+2z=
b) {ox -3y —2z =
3x+y+2z=0

@)

S={(0, O, O)}; sistema determinado

13. Determine m € R de modo que os sistemas homogéneos a seguir admitam apenas
a solucao trivial:

) 4x+my =0
8x -4y =0

S=[me R|m=-2}

{X+2my=o
2x -6y =0

S:{meR|m¢—§}
2
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Denomina-se matriz toda tabela retangular de valores dispostos ordena-
damente em linhas e colunas. As matrizes sao indicadas por letras mai-
usculas do alfabeto latino e representadas utilizando-se parénteses ou

= |
Matrizes & §

colchetes.
Al
2 1 &
Professor )
A= -2 O
3 5 Ao introduzir o conceito de matriz, recomenda-se revisitar,

quando necessario, as equacoes lineares estudadas
no inicio do capitulo. Essa abordagem permitira uma
B=| 45 31 24 ) conexao direta entre as equacdes e a estrutura da matriz,

o facilitando a compreensao dos alunos. Durante essa

10 0 O etapa inicial, € fundamental que os estudantes obtenham

um entendimento claro da organizagao matricial,
capacitacao para identificar elementos individuais da
matriz. Isso garantira uma base solida para a exploracao
mais profunda dos topicos subsequentes e a aplicacao
eficaz desses conceitos em diferentes contextos.

- J

O
Il
(@S I N
BN O
oo N

D:—8,2 15 9.3 o}
| 65 0 94 72

Um elemento generico de uma matriz A € simbolizado por a,, em que i
indica a linha, e, a coluna a que o elemento pertence.

0
Z

TTTTT TTTTT //// TTTTT TTTTT

Uy
11111 11111 //// 11111 11111

I

colunaj

<« inhai

TTTTT1
1111
1111
|IHEEN
NN
1111
1111
TTTTT
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Na matriz A =

o= O
o W
N NN
0 O

a,=6 linhalecolunal
a,=7 linhale coluna 2
a,=2 linhalecoluna3

a,, =8, linhale coluna 4

, temos:

a,=1 linha 2 e coluna 1
a,,=3. linha 2 e coluna 2
a,, =2, linha 2 e coluna 3

a,,=6, linha 2 e coluna 4

a,, =5 linha 3 e colunal
a,,=5,linha 3 e coluna 2
a,, =7, linha 3 e coluna 3

a,,= 8, linhale coluna 4

A matriz A é constituida por trés linhas e quatro colunas. Por essa razao, € denominada
matriz do tipo 3 x 4.

Uma matriz genérica do tipo m x n € representada assim:

a a a - d
1 12 13 1n
A= 021 azz c123 o azn
a a a - d
L mi m2 m3 mn |

Essa matriz m x n possui m - n elementos. Podemos também expressa-la de forma mais
reduzida, por meio de uma lei de formacao para seus elementos:

A=(a) _|leideformacao, com

j'mxn

iefl,2 3 .mteje il 2 3 ..nk

Atividades resolvidas

R8.EscrevaamatrizA=(a), ,talquea;=i+J

Resolucao

Como a matriz € do tipo 2 x 2, ela possui duas linhas e duas colunas, ou seja, quatro
elementos assim dispostos:

A — [ C111 012 ]
a a
21 22
Cada um de seus elementos pode ser calculado pela lei de formacao:
a =1+1=2
1
a, =1+2=3

a =2+1=3
a =2+2=4

a,=i+j= Logo,amatrizé:A:[ 2 3 }

3 4




R9. Determine a matrizA = (a)),  , tal que

o 1,sei=j
i~ |o,sei# )
Resolucao

a a
AmatrizAdotipp2x2é&A=| " ® |,

21 22

1,sei=j

Seus elementos obedecem a lei: a. = o
I lo,sei#j

Assim, temos: a,, =1, poisi=}.
a,=0,poisi#j
a, =0, poisi#j
a,,=1 poisi=j

Logo,A=[1 0 :l
0 1

Atividades

14. Identifique o tipo de cada uma das matrizes:

|21 3 2
a)A—[l 4 o] aC=|-1
3
2x3 3x1
3 1 4
b)B=(1 5 -3) dD=| 2 -1 o0
5 2 2
1x3 3x3

15. Determine quantos elementos possui uma matriz do tipo:

a)lx6 c)3x3
6 elementos 9 elementos
b)4x1 d)3x5

4 elementos 15 elementos
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16. E dada a matriz:

3 2 5
A= 1 2 0
4 4 -7
V2 3 9

ldentifique os elementos da:

a) 12 linha

3.-25

c) 42 linha
V2,-39

b) 32 coluna

d) 22 coluna

5.0,-7.9 -2,2,4,-3
17. Considere a matriz B = 2 1.0
3 45
Determine o valor dos seguintes elementos:
a) by d) b,
2 5
b) b, e b,,
-3 ﬂ
c) b, fb,,
1 4

18. Uma matriz possui quatro elementos. Quais os tipos possiveis para essa matriz?

1x4,4x12x%x2

19. Determine a matriz A = (a,.j)2 -

aa;=i+2j

A:357
4 6 8

b)ay.=i2+j

tal que:

ca,=2i-j
10 -1
321

d)a,=j-2i

-1 01
-3 -2 -1



20. Determine a matrizA =(a,), ,tal que:

a)a,= o,se'i=‘j o) a,= 1,sei'= j‘
1,5€i# J —-1,5€i# j

[23] 57

21. Dada a matriz:

3 1 4 2
A=| 0 -1 2 1
5 0 1 -2

determine a soma dos elementos a,, tais que:

ai+j=4 b)i+j=3

8 1

Tipos de matrizes

Algumas matrizes recebem nomes especiais em funcao de suas caracteristicas:

Matriz linha | ( 2
Professor

E toda matriz do tipo1xn (ne N).
A=la,..a,a,..a,l

Observe os exemplos:

Aborde cada tipo de matriz
conforme sugerido no livro
e, para ajudar na fixacao
do conteudo, peca aos
estudantes que escrevam
nos seus cadernos,
chamando alguns a

lousa, cada um dos tipos
apresentados.

~

J

A=l14, -2 Ol | B=210 9l_,
Matriz coluna
E toda matriz do tipom x1(m e N). \_
o
11
021
A =1q
. 3
a
L mi]
| X
As matrizes M= |3 | eN=|”
8 V4
R

sao exemplos de matrizes coluna, respectivamente do tipo 3 x1e 4 x 1.
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Matriz quadrada

E toda matriz cujo numero de linhas € igual aoc nimero de colunas. Assim, chamamos
matriz quadrada de ordem n toda matriz do tipo n x n.

Observe, como exemplo, que as matrizes

—2 0 4
C:[2 3]eD= 2 1 1
4 1 O 1 5

sao matrizes quadradas de ordem 2 e 3, respectivamente.
Toda matriz quadrada possui duas diagonais:
- a principal, composta por elementos g, tais que i =j.isto €, a,. a,,. a,,. a,, .. a ;

- a secundaria, em que os elementos a; sao taisque i+j=n+1oua, . a, ,a el

-1 73.n-2’ nl

Veja como sao as diagonais de uma matriz quadrada do tipo 3 x 3:

a
1 12 13

a
21 22 23

diagonal secundaria % 9 Y diagonal principal

Matriz nula

E toda matriz do tipo m x n cujos elementos sao todos nulos. Para indicar uma matriz nula,
utiliza-se anotacao O . Observe os exemplos de matrizes nulas de tipos 2x2 e 3 x 2.

o0 O
o O
02><2:|:O 0 :|eO3X2= g 8
Matriz diagonal

E toda matriz quadrada em que os elementos ndo pertencentes a diagonal principal

2 0 O

sao todos nulos. Por exemplo, K = [ 30 } eL=| O 3 O | s3aomatrizes diagonais de
0 2 0 0 -1
22 e 32 ordem, respectivamente.

Matriz identidade

E toda matriz diagonal em que os elementos da diagonal principal sao iguais a 1. Para
indicar uma matriz identidade de ordem n, utilizamos a notacao / .

1 0 O
1 O
/2=|: :|e/3: 0O 1 O

0 1 0 0 1

sao exemplos de matrizes identidades de 22 e 32 ordem, respectivamente.



Atividades resolvidas

R10. Determine x e y para que a matriz A seja diagonal:

A:[ 0 x—2y]
y—1 2

Resolucao

Os elementos nao pertencentes a diagonal principal devem ser nulos.
Assim, x-2y=0ey-1=0

y-1=0=2y=1

Substituindoy=1emx - 2y =0, temos x = 2.

Atividades

22. Escreva os elementos da diagonal principal e os da diagonal secundaria das ma-
trizes quadradas:

a)Az[ 1 2}
3 -1

diagonal principal: 1, -1; diagonal secundaria: 2, 3

=

b)A=

N VW
N b

5
6

diagonal principal: -1, 2, 2; diagonal secundaria: 4, 2, 6

13 4 1
aoA=| 1 2 53
1 6 7 8

-1 1 2 3

diagonal principal: 1, 2, 7, 3; diagonal secundaria: 1, -5, 6, -1

23. Quantos elementos tem uma matriz quadrada de ordem 5?

25
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24. Quantos elementos nulos tem a matriz identidade de ordem 4?

12

25. Em uma matriz quadrada de ordem n, quantos elementos nao pertencem a diago-
nal secundaria?

n®-n

26. Escreva as matrizes:

y+1 2

Operacoes com matrizes

Para que seja possivel aplicar o conceito de matrizes em diversas situacoes de
resolucao de problemas praticos, € necessario que sejam definidos os processos de
operacoes com matrizes.

Transposicao de uma matriz

Dada uma matriz A do tipo m x n, chama-se transposta de A e indica-se por At a matriz
que se obtém trocando-se ordenadamente as linhas pelas colunas de A. A operacao
de obtencao de uma matriz transposta de A € denominada transposicao da matriz A.
Observe o exemplo:

2 1

A=| -3 5 :>Af:[2—3 4]
4 3 153

Note que A € do tipo 3 x 2 e Alé do tipo 2 x 3 e que, na matriz transposta, a primeira
linha corresponde a primeira coluna da matriz original, e a segunda linha corresponde a
segunda coluna, também da matriz original.



Igualdade de matrizes

Duas matrizes, A e B, serao iguais se forem do mesmo tipo e se os elementos
correspondentes forem iguais. Assim, se A = (@) e B=(b)) sao matrizes do tipo m x n, entao:

A=B<:)ag.=bl.j>

As matrizes A =

3 1-4
2

]eB:[2+1
2

_f ] por exemplo, sao iguais, pois

sao do tipo 2 x 2 e os elementos correspondentes sao iguais.

Atividades resolvidas

ambas

3A-J)

R11. Verifique se as matrizes A=(q), .. talque a,=i-j e B=(b), . talque b, = 3

sao iguais. I+J
Resolucao
Para verificarmos se A = B, vamos calcular os elementos das duas matrizes e, depois,
compara-los.
| — Al
MatrizA =(a),,, i i
a,=1-1=2a,=0 Professor )
a,=1-2=a,=-1
12 12 Destaque a transposicdo de matrizes e a igualdade
a,, = 2-1= a, = 1 entre matrizes como conceitos-chave. Explique que a
transposicao envolve a troca das linhas pelas colunas de
a,=2-2=a,,=0 uma matriz, resultando em uma matriz nova. Demonstre
) Como esse processo e realizado e realce a propriedade
Matriz B = (bjj)z 2 de que a transposicdo de uma matriz transposta resulta
na matriz original. Alem disso, explique a igualdade
_ 3(1-1) >bh =0 entre matrizes, ressaltando que duas matrizes sao
LT o441 - iguais se possuem as mesmas dimensoes € 0s mesmos
elementos correspondentes em cada posicao. Por meio
3(1 - 2) de exemplos praticos, instrua os alunos a aplicar esses
=T = b12 =-1 conceitos, incentivando-os a praticar a transposicao
1+2 e a testar a igualdade entre diversas matrizes. Essa
( ) abordagem permitira que eles compreendam
— 312 -1 >h =1 profundamente essas operacoes e suas implicagcoes
21 241 21 na manipulacdo e analise de matrizes em diversos
contextos matematicos e cientificos.
(2-2)
2= S22 =b,,=0 ~
2+2
Como os elementos correspondentes sao iguais nas duas matrizes, podemos dizer que
elas sao iguais.
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R12. Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada que € igual a sua transposta.
Determine x e y para que a matriz M seja simétrica.

3 1
M=| 2y 4 1

3 1 4
Resolucao

3 1 x

SendoM=| 2y 4 1 |, temosM, =

3 1 4

3 2y 3
1 4 1
X 1 4

Comparando os elementos de M com os de M, temos:

(O
Professor

_ _1
M=M= |2V =12y =7

X =3

Atividades

.

Incentive os alunos a acompanharem o passo a passo
das resolucoes e a replicarem em seus cadernos,
verificando se entenderam o algoritmo de resolucao em
cada caso. Para reforcar, eles podem resolver atividades
semelhantes no caderno.

)

28. Construa a matriz transposta de:

a)A=[2 3}
5 —1

At: 2 5
3 -1

29. Dada a matrizA = [ :23
a) At

At=| 32
45

b)C=[-3 4 O 1]

ct=| 4

4 ]
, encontre:

t

c) O que se pode dizer das matrizes A e de (At) ?

Sao iguais




30. Escreva a matriz quadrada de ordem 2 para cada item:

a) At, comA:(aU)IaU:/—j b) Bt, com Bz(by)lb,.j:j—i

-1 0 1 0

31. Escreva a matriz (A"), quadrada de ordem 3, em que A = (a,) & dada pela lei a, = 3j - 4i.

t -1 2 5
(At) =| -5 —2 1
9 -6 -3

32. Determine os valores de p e q, sabendo que a matriz A é simétrica.

A=

N OO
N W O
(62 BN NGENe)

p=0eq=2

Adicao e subtracao de matrizes

Dadas duas matrizes de mesmo tipo, A = (a)

i'mxn i'mxn’

soma (A + B) a matriz obtida adicionando-se os elementos correspondentes de A e B:
A+B=(a;+b),  ,.emquel<sismel<j<n.

- Propriedades da adicao:

Sendo A, B, C e O (matriz nula) matrizes de mesmo tipo e p, g € R, valem as
propriedades:

-comutativai A+B=B+A
- associativai A+ B+CO)=(A+B)+C
celementoneutro A+ O0O=0+A=A

Matriz oposta

Chama-se matriz oposta de A a matriz -A, cuja soma com A resulta na matriz nula.

Tomando-se como exemplo A = [ 2 -3 } a oposta de A sera -A = [ -2 3 ] ‘
-1 4 1 —4

eB=(pb) denomina-se matriz

pois:| 2 3 |4+ =2 3 |=| 9 O [
I‘i -1 4 1 —4 O O
Professor

Reforce a ideia de que a adicao e subtracao ocorrem elemento por elemento, e a multiplicacao requer uma
abordagem especifica que leva em consideracao as linhas e colunas das matrizes. Por meio de exemplos
praticos, encoraje os alunos a praticar e internalizar as técnicas de operacoes, enfatizando a relevancia desses
procedimentos em contextos matematicos mais amplos, como resolucao de sistemas de equacoes lineares e
representacao de transformacdes geometricas.
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Subtracao de matrizes

Dadas duas matrizes de mesmo tipo, A = (a.) e B=(b) denomina-se matriz

ii'mxn ii'mxn’

diferenca (A - B) a matriz obtida subtraindo-se os elementos correspondentes de A e B:

A-B=(a,-b),  ,emquel<sismels<j<n.

Atividades resolvidas

DadasasmatrizesA:[ 2 1 3}e8:[ 3 —=2 1]obtenhaA+B.
0 5 -2 4 1 3

Para obter A + B, adicionamos os elementos de mesma posicao:

A_}_B:VZl 3:|+|:3—2 1}
| 0 5 -2 4 13

A+B=f 243 1+(-=2) 3+1
| 0+(—4) 5+1 -2+3

A+B=| 5 71 4
-4 6 1

A 1-3 2 -4 A 2 =2
T es 4‘(‘3)}%; A_[—7 7]

Note que A-B#B-AequeA -BeB - A sao matrizes opostas.

Multiplicacao de numero real
por matriz

Dada uma matriz A =(a)), e um numero real k, denomina-se produto do real k por

A a matriz obtida multiplicando-se cada um dos elementos de A por k.
kR-A=((k-a)

i'mxn’

emquel<i<mel<j<n



Observe, como exemplo, a determinacao da matriz 3A a partirde A =

=W N
A O B

2 1 3-2 3-1 6 3
BA=3'| 3 0 |=| 33 30 |=| 9 O
14 31 34 3 1

- Propriedades da multiplicacao de numero real por matriz:

Sendo A, B, C e O (matriz nula) matrizes de mesmo tipo, valem as propriedades:
‘1-A=A

(-1)A=-A

‘p-0=0

-0-A=0

‘pA+B)=p A+p-B

(p+q) B=p-B+q'B

pqA=pq-A

Atividades resolvidas

R14. Dadas as matrizes

S RS

determine a matriz Xtalque X+ A=2B - C.

Resolucao
X+A=2B-C=X=2B-C-A
Calculo de 2B:

S CEIREE

Calculode X=2B-C-A:

AERIESIIER
| o 6| | -3 o 0o 2
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R15. Dadas as matrizes A=(a),

ij

»talqueq,=2i-j,eB=(b), ,talqueb,=3i+2]

i

escreva a lei de formacao damatrizC=A+B.

Resolucao
SeC=A+BI:>cI.j:aU.+bU.
Logo: ;= 2i-j+3i+2f

c;=5i+j

Atividades

33. Sao dadas as seguintes matrizes:

o3 tle s 3 e [23]

Encontre a matriz X em cada caso:

AX-A-B=C
¥ { 4o }
-4 5
34. Considere as matrizes A = [
a) Determine At e Bt
A _| 3 2 -Bf:[l o]
5 1 | 4 7
b) Encontre At + Bt

Atypt=| 4 72
9 8

35. Dadas as matrizes A=(a.)

b) X -2A=3B-4C

o2 a]
30 13

X ~ if 3x2!
a lei de formacao das matrizes:

AOX+A=B-C

53]

35}98:14.
-2 1 o 7

c) Encontre (A + B)t

(A+B)t:{ 4 _2}

9 8

d) Compare (A +B)Y e Al + B..
(A+B)l=A+B!

talquea,=i-2j,eB=(b), ,talqueb, =2i+3j, escreva

3x2!

aC=A+2B C)E=2A+3B
C=5i+4 E=8i+5f
b)D=A-B d)F=2(B-A)
D=-i-5 F=2i+10j




36. Dadas as matrizes A = [ 2 4 ] eB-= [ 0 2 } determine as matrizes Xe Y:

6 8 -2 4
a) X+Y =A b) X+Y=A+2B
X-Y =8B X -2Y =2A+B
[22b(:2]
2 6 4 2 x=| 3 3 |y- 3 3
4 52 8 _4
3 3 3

Multiplicacao de matrizes

Dadas as matrizes A = (q)) e B=(b,). de tipos m x n e n x p, respectivamente, pode-se
obter a matriz produto C=A - B, do tipo m x p. Para que o produto A - B seja possivel, &
necessario que o numero de colunas de A seja igual ao numero de linhas de B.

AmXI’l,._Banp: me

P
Considere, por exemplo, as matrizes: Professor )

Comentario na pagina 62.

A:[l 2 4:|eB:
3 1 1

ANV

O produto A - B € possivel, pois o humero de colunas de A € igual ao numero de
linhas de B, mas o produto B - A nao é possivel:

A, B B, A

Cada elemento ¢, da matriz produto C € dado pela soma dos produtos de cada
elemento da linha i de A pelo elemento correspondente da coluna k de B:

C=A B=(,)

iR'mxp

3x1 3x1 2x3

Ci/? = ailbll? + ai2b2k Tt C’inbnl?

No produto de matrizes, multiplicamos cada elemento de uma linha pelo elemento
correspondente de uma coluna e, em seguida, somamos esses produtos.

Considere, por exemplo, as matrizes:

S
-1 3 1 4 O

E possivel obter a matriz produto C = A - B, pois o nimero de colunas de A ¢ igual ao
numero de linhas de B. A matriz produto C sera entao do tipo 2 x 3:

S EHIIPHEEEE
-1 3 1 4 O 0 12 -5
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[Cx
Professor

de C:
12 linha
2
X
-1
12 coluna -
12 linha
2
X
=i
22 coluna -
12 linha
2
X
-1
32 coluna -
2% linha
2
X
-1
12 coluna -
22 linha
2
X
-1
22 coluna -
2% linha
2
X
—1
32 coluna -

-1

3+1-1=7>

0+1-4=4-

-o+3-4:12—>{

-5+30=—5%{

Na lousa, mostre as etapas a seguir para o calculo dos elementos

7 4 10
5+1-0=10—

7 4 10
3+31=0|

7 4 10
0 12

7 4 10
0 12 -5







62

Atividades resolvidas

R16. DadasasmatrizesA:[ 21 © ]eB:[ 01 j ]C:A-B.

Resolucao

O produto € possivel, pois 0 numero de colunas de A € igual ao numero de linhas de B.
Como A e B sao do tipo 2 x 2, C sera do tipo 2 x 2. Vamos entao calcular os elementos de C:

¢, 12linha de A x 12 coluna de B

c.. 22linhade A x12 colunade B
I ”
S H
2C,=21+0-0=C, =2 1 3 0 1
C,,- 12linha de A x 22 coluna de B =C,=11+3-0=C, =1
Coo 22 linha de A x 22 coluna de B
2o ks i)
1 0o 1
3 ok i)
2C,=24+0:1=C,=8 1 3 0 1

=C,=14+3-1=C,,=7

Logo, a matriz produto sera C = [ 2 E; ]
1

R17. Determine a matriz X talque X [1 2] = [ 2 4 ]
3 6

Resolucao

Inicialmente, determinamos o tipo da matriz X.

X1 21=[ 2 4].

3 6
(mxn) (1x2)

T U (ixz)

A matriz X deve ser do tipo 2 x 1 para satisfazer a igualdade. Atribuindo-se os valores a
e b aos elementos de X, temos:

-zl z]-s e

Logo.a=2eb=3. Portanto,X:[ 2|
3




Atividades

37.Sendo A, ,, B, ,eC, ., determine otipodas matrizes produto, se existirem:
a)A B dA-A

2x4 2x2

b)B:C elC B

2x1 Nao existe a matriz produto.

c)B-A fic-C

Nao existe a matriz produto. Nao existe a matriz produto.

38. Efetue cada um dos produtos, se existirem:

5 1.0 2
a)[231]'4 )(213)-314
2 “@l4 21 120
[24]
L
1 4 6
5
b>(312)-[421) d |62 1 -2
1 4 2 3 0 1 1
Nao existe a matriz produto. (0]
10 5 -10
12 6 -12
2 1 -2
0O 0 O

39.SéodadasasmatrizesA:[ 3 1 }eB: 2 1 }
a) Calcule A - B. 4 -

[ 6 8]

8 -

b) Calcule B - A.

10 1
L 20 -5

c) Compare A-Bcom B - A.
AB = BA
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40. Dadas as matrizes A = ( 2 1 1 eB=| 3 5 |, calcule:
4 0 2 0
aAB c) B?
4 10 [ -1 15 ]
[ 12 20 ] —6 -10
b) A2 d) A2 - B?

A (o5

Nota: A2 € o mesmo que A - A.

41. Dadas as matrizes A = [ 11 } e B=I[7 3l], determine a matriz X tal que A*- X=B:
-1 2

Matriz inversa

Dada uma matriz quadrada A =(a,), . dizemos que A € invertivel se existir uma matriz
B=(b,) talque:

ii'nxn

A B=B-A=I

Nesse caso, dizemos que B € a matriz inversa de A e indicamos B=A"%.

Vamos, como exemplo, determinar a matriz inversa de A = [ 3 1 ]

5 2
Para isso, consideramos A = { a b } e efetuamos A" A =1,
c d
{ab}31 =[1 o}:> 3a+5b a+2b 2[1 o}
c d 5 2 0 1 3c+5d c+ad 0 1
3a+5b=1 o 3a+5b=1
a+2b=0x(=3) -3a-6b=0

-b=12b=-lea=2

{3C+5d=0 o | 3c+5d =0
c+2d =1x(-3) -3¢ -6d = -3

-d=-32d=3ec=-5

Logo,A-lz[ 2 -1 ]
-5 3



Atividades

42. Determine a matriz inversa de cada uma das matrizes:

a)A=[5 3] b)B=[3 8]
3 2 2 5

52 =

43. Dada a matriz A = [ 2 3 } determine a matriz X tal que X + A1 = At

1 1

27

2 3
44. Calcule (A + A2, sendoA:[ 1 2 } /\

3 4

29 15

2 2

45 103

4 4 /\

A
Determinantes 7

(EM13MAT315)

Dada uma matriz A, quadrada de ordem n, podemos associar a ela um numero real,
chamado determinante da matriz A, obtido a partir de operacdes realizadas com seus
elementos.

Para se indicar o determinante de uma matriz A, utiliza-se a abreviatura det A ou
duas barras em torno dos elementos da matriz.

Notacao:
det A ou |A|

Seja, por exemplo, a matriz A = |: 13 }
5 7

Seu determinante sera um numero indicado por det A =

13‘.
5 7
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O calculo do determinante de uma matriz A pode ser feito por uma lei geral que
estabelece as operacdes a serem realizadas com os elementos da matriz. Antes de
estudarmos essa lei geral, vamos estabelecer regras praticas para determinantes de

matrizes quadradas de ordens 1, 2 e 3.

Determinantes de
matrizes deordens1,2e 3

Matriz1 x1

Dada a matriz A = [a ], 0 seu determinante € o proprio numero a,;:

det A= Iaﬂl =a,

Assim, para uma matriz A =[-3], temos: det A = -3.

Matriz2 x 2

Dada a matriz A = ., 0 seu determinante ¢ igual ao

a a

21 22

produto dos elementos da diagonal principal menos o produto

dos elementos da diagonal secundaria. Esquematicamente:

2121 122

det A= a,a,, - a,a,,

O determinante da matriz A = [ 3

2 } por exemplo, sera:
4

=3'5-24=7

24 3'5

Matriz3 x 3

DadaamatrizA=| ¢ a aq , 0 seu determinante € igual a:
21

detA=0.0,0..+0.0,0,+a.4d.,.d a,.a..a a.a..d

1-22%33 12%23%31 139293, — 0330,,05, = 4,,0,,0,, = 4,,0,,d

12721733

[Cx
Professor )

E relevante ressaltar
que o calculo de
determinantes possui
aplicacoes praticas
abrangentes, tanto
dentro da Matematica
quanto em diversas
outras areas. Explique
como a habilidade de
calcular determinantes e
valiosa na verificacao do
alinhamento de pontos
em um plano, auxiliando
na compreensao

de configuracoes
geometricas. Aléem disso,
destaque a importancia
dos determinantes na
resolucao de sistemas
lineares, um campo
crucial na solucao de
problemas variados.
Alem do contexto
matematico, ilustre
como determinantes
sao utilizados em
campos elétricos na
Fisica, exemplificando
como esses conceitos
tém aplicabilidade
direta em analises mais
amplas. Ao mostrar as
diversas areas em que 0s
determinantes sao uteis,
voce inspira os alunos a
reconhecer a relevancia
desses calculos € a

sua aplicabilidade em
situacoes praticas do
dia a dia e em campos
cientificos diversos.

J




Para obtermos essa soma, usamos uma regra pratica denominada regra de Sarrus.
Acompanhe as etapas que compdem essa regra:

- Repetem-se, a direita da matriz, as duas primeiras colunas:

a a a a a

1 12 13 11 12

a a a a a
21 22 23 21 22

a a
031 032 033 31 32

- Efetuam-se os produtos dos elementos indicados, conservando-se 0s sinais:

a.a.da

137217 32

- Efetuam-se os produtos dos elementos indicados, trocando-se os sinais:

_013021032

- Somam-se 0s produtos obtidos:

detA= 00,055 + 0,050, + 4,050, = 030,05 = 4,,0,,0,, - 0,,0,,05,

Atividades resolvidas

R18. Calcule o valor do determinante da matriz A =

N w B
NN
N O P



68

Resolucao

O determinante da matriz A, quadrada de terceira ordem, e calculado pela regra de
Sarrus:

det A=

-2 0 -24 4 0 3
detA=4+0+3-2-0-24=>detA=-19

-2 1 -3
R19. Dada a matriz A = 4 2 -1 |, vamos calcular 2 - det A.
5 1 1

Resolucao

30 -2 -4 -4 -5 -12
detA=-4-5-12+30-2-4
detA=3=22detA=6

R20. Determine x talque | X 2 ‘ =8
3
Resolucao
X 2 |=82x-6=8
3 1
Logo, x =14.




Atividades

45, Calcule o determinante das matrizes:

a)A=[3 _2:| b)B:[_l 2:|
1 4 5 -3
14 7
46. Determine x tal que:
a)| X 2]=12 by 2X 1 |_|3 4
-3 1 3 5 2 1
PR
x=3 5
47. Calcule o determinante das matrizes:
a)A=(aU.)2X2|aU=/+2j b)B=(bﬁ)2X2|,bU=/'2—j
2 3
48. Calcule o determinante das matrizes:
2 1 4
alA=|1 3 5 b)D=(dU)3X3|dU=3/—2j
1 1 2
-3 0
49. Determine o valor de x para que:
X 1 3 2 1+x 3 1 3 O
all 2 1 4| =0 b)| 2 1 =-3 ol 2 x 3| =1
-1 2 3 5 2 0 0 -1 -2
_t
1 5 7
50. Resolva as inequacoes em R:
3 2 > 4 3 1 2 1 3 1 3 1
al 1 x 1 2 b4 x 1| -1 2 X
3 -1 2 1 4 -3
S:{xel?xzﬁ} S:{xeRx>§}
8 2
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Determinante de matrizes
de ordemn

O determinante de uma matrizA =(a)), . comn 22, pode ser obtido a partir do con-

ceito de cofator de um elemento da matriz A.

Cofator

Dada uma matrizA =(a,), .. chama-se cofator do elemento a, o numero A = (=1y+ D,
em que D, € o determinante da matriz que se obtem de A eliminando-se a linha /e a
colunaj.

2 3 4
NamatrizA=| 1 5 -1 [, vamos determinar, por exemplo, o cofator do elemento
7 -2 O

a,,. Inicialmente, obtemos D,, eliminando a linha 2 e a coluna 2 da matriz A:

2 3 4

1 5 -1|«lnha2eD,=|2 4

7 -2 O 7 O
/]\

coluna 2

O cofatorde a,, @ onumero A, = (=122 D,

2 4
7 O

A partir do conceito de cofator, podemos enunciar a lei geral para o calculo do deter-
minante de uma matriz quadrada de ordem n > 2, conhecida como teorema de Laplace.

A= (-1

22

=1 (-28)>A,,=-28

Teorema de Laplace

Dada uma matriz A, quadrada de ordem n > 2, o valor de det A € o numero real obtido
pela soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) por seus
respectivos cofatores.

Assim, se considerarmos os elementos de uma linha i/, podemos escrever:

detA=a. A +a, A_+.+a ‘A
il il i2 i2 in in



Atividades resolvidas

R21. Calcule o determinante da matriz A =

N B O
R oW
N PN

Resolucao

Vamos calcular o determinante de A a partir dos elementos da primeira linha:

det A= a, A,+a, A,+a, A,

detA=0-(-]+!. +1(=D2 | 11 oS

3
1

3
1

1 1
2 2

detA=0-6-D-1-2-2)+2-1-06)=-10

Atividades

1 3 1
bl.DadaamatrizA=| -1 2 1 |, calcule o cofator dos elementos:
3 4 O
ala, cla,,
3 5
b) a,, d) as,
1 -2

52. Calcule o determinante das matrizes:

7 8
-4

1 0 O
by)B=| 2 1 3

1 0 4
4

71
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53. Calcule o determinante das matrizes:

1 5 2
A A= O 1 O
2 1 3
-1
3 2 1 -2
b) B = 1 0 -1 1
2 1 0
1 O -1
6

Propriedades dos
determinantes

Para uma matriz quadrada A de ordem n, podem ser demonstradas algumas proprie-
dades que simplificam o calculo de seu determinante.

- 12 propriedade
Se A tem uma fila com todos os elementos nulos, seu determinante € nulo.

Tomemos, por exemplo, a matriz A a seguir. Utilizando o teorema de Laplace, pode-
mos calcular seu determinante a partir dos elementos nulos da 22 linha. Como todos os
produtos desses elementos por seus cofatores serao nulos, teremos:

2 1 3

A= 0] O O =>detA=0
2 -1 4

- 22 propriedade

Se uma matriz A tem duas filas paralelas proporcionais, seu determinante € nulo.

Por exemplo, na matriz

2 3 5
A=| -6 1 0
4 6 10

cada elemento da 32 linha € o dobro do correspondente na 12 linha. Sendo assim,
dizemos que a 12 e a 32 linhas sao proporcionais e o determinante sera nulo.



Ja para a matriz

2 -5 2
B=| 3 2 3
1 3 1

o determinante sera nulo, pois a 12 e a 32 colunas sao iguais.

- 32 propriedade

Se trocarmos entre si a posicao de duas filas paralelas de A, obtemos uma matriz A',

tal que det A'= -det A.

Na matriz A a seguir, temos um exemplo no qual, ao trocarmos as posicoes da 12 e 32
linha, acarretamos a troca do sinal do determinante na nova matriz obtida. E importante
salientar que a troca de sinal ocorrera a cada troca de posicao de uma linha ou coluna

da matriz.
1 2 1

A=| 3 2 5 |=2detA=24
4 0 3
4 0 3

A= 3 -2 5 |2detA'=-24
1 2 1

» 42 propriedade

Se multiplicarmos os elementos de uma fila de
A por um numero real k, obtemos uma matriz A’, tal
que det A'=k det A,

2 2 1
Para A = O -3 1 |, temosdetA=-27
-3 0 2

Multiplicando a 12 linha por 2, obtemos:

4 4 2
A= 0O 3 1 |odetA'=2detA=-54
-3 0 2

QQ
Professor

Para tornar o entendimento e aplicacao de
cada propriedade mais eficaz, sugere-se

que os estudantes elaborem um formulario
contendo uma descricao das propriedades

e um exemplo numeérico correspondente a
cada uma. Essa abordagem permitira que os
alunos consolidem seu conhecimento de forma
ativa, reforcando as propriedades por meio da
explicacao e ilustracao de exemplos concretos.
Alem disso, o formulario criado se tornara uma
ferramenta de referéncia pratica, auxiliando-os
a revisitar e consolidar o conteudo de maneira
autonoma sempre que necessario. Ao adotar
essa estratégia, vocé incentivara a participacao
ativa dos alunos na construcao de seu proprio
material de estudo e aprimorara a retencao e
aplicacao das propriedades em questao.

J

Veja agora o que ocorre com o valor do determinante de A quando multiplicamos a
matriz por 2, ao inves de multiplicarmos apenas a primeira linha. Vamos, portanto, calcular

o determinante de 2A:

4 4 2
2A=| 0 -6 2 |=det(24)=-216=8(-27)
-6 0 4

Observe que det (2A) = 23 - det A, pois multiplicamos todas as filas por 2.
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De uma forma mais geral, podemos dizer que, para uma matriz A, quadrada de
ordem n, temos:

det(k-A) =R detA
- 52 propriedade

O determinante de uma matriz € igual ao determinante de sua transposta.
det A=det A

Ao fazer a transposicao da matriz A, por exemplo, obtemos o mesmo valor para det A:

-5 2 0
A= 1 1 3 |=detA=43
12 -1
-5 1 1
A= 2 1 2 |=detA'=43
0O 3 -1
- 62 propriedade

O determinante do produto de duas matrizes quadradas de mesma ordem € igual ao
produto dos determinantes dessas matrizes.

det(A-B)=det A detB

Considere, por exemplo, as matrizes A e B a seguir:

A:[ 2 1 ]wdetA:5
1 3

B:[ 15 ]E>det8=2
o -2

A-B:[ 2 8 ]E>det(A-B):1O
-1 -1
Observe que det (A - B)=det A - det B.
- 72 propriedade

Se somarmos a uma fila de A uma outra fila previamente multiplicada por um
numero real, obtemos uma matriz A’ tal que det A'=det A.

Quando fazemos uma transformacao dessa natureza numa matriz, dizemos que estamos
fazendo uma combinacao linear. Essa propriedade nos garante, portanto, que ao fazermos
combinacoes lineares entre filas de uma matriz, o valor de seu determinante nao se altera.
Observe, como exemplo, a combinacao linear que fazemos entre linhas da matriz A:

-4 -1 2
A= 1 3 2 |=detA=15
2 2



Multiplicando a terceira linha por 2 e adicionando-a a primeira, obtemos A

-4 a2 |+

Atividades

54. Calcule os determinantes das matrizes a seguir sem desenvolvé-los

1 2 0 1 2 5
AA=|3 2 0 bB=|3 4 -1
4 -5 0

1 2 5

55.EdadaamatrizA:{ X y}

. Sabendo-se que det A =12, calcule:
z t

a)

Ztl b) z
Xy t

X
y

12

Regra de Cramer

A solucao de um sistema linear com n equacoes e n incognitas pode ser obtida

utilizando-se o calculo com determinantes em uma regra pratica denominada regra de
Cramer. Considere o sistema:

ax +ax +.+a x =b
1 1 12 2 in n 1

ax +a X +.+a x =b
21 1 22 2 2n n 2

a x +a X +..+a x =b
nt 1 n2 2 nn n

n
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Para obtermos sua solucao por meio da regra de Cramer, procedemos da seguinte
forma:

Calculamos o determinante da matriz A, formada pelos coeficientes das variaveis do
sistema:

a ... q
1 12 1in
a a ... q
det A = 21 22 2n
a a ... q
ni n2 nn

Calculamos os determinantes das matrizes obtidas a partir de A, substituindo cada
coluna dos coeficientes de x; pela coluna dos termos independentes do sistema:

b a . a
1 12 1n
det Xl — bz azz azn
b a . a
n n2 nn
b .
1 1 1in
det X2 — C121 bz azn
a b .. a
ni n nn
a .. b
1 12 1
det X = 021 azz bz
n . . .
a a_ .. b
ni n2 n

Se det A # O, o sistema e possivel e determinado e sua solugao sera:

det X det X det X
X1: 1 X2 = 2 X = d tAn
e

det A detA "

Note que so é possivel usar a regra de Cramer em sistemas n x n em que det
A # 0. Caso ocorra que det A = 0, a discussao da solucao do sistema deve ser feita por
escalonamento.



Atividades resolvidas

R22. Determine a para que o sistema J3X +2Y =10 seja possivel e determinado.
5X +ay =6

Resolucao

Para que o sistema seja possivel e determinado, € necessario que o determinante da
matriz dos coeficientes seja diferente de zero.

+£023a-1020=az 1©

detAiO:‘ 3
3

5 a

Atividades

56. Resolva os seguintes sistemas pela regra de Cramer:

a) J3X—2y =3
X—y=-1

S=15,6)

b) J5X — 3y =13
4X + 6y =2

S={@2, -

57. Determine a para que o sistema {_X 5y =15 seja possivel e determinado.
3X+ay =9

S={ae R|a=%-15}
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Resumo

Equacoes lineares

ax, +ax,+..+ax =k emque:

Xp X, ... X SA0 as incognitas da equacao;

a, a,, ... d sao numeros reais denominados coeficientes da equacao;

k € um numero real chamado de termo independente da equacao.

Sistema de equacoes lineares
anxl i alzxz T o alan = bl
ax +ax +.+a x =b

mxn .211. 22 2. . 2n n 2

a X +a X +.+a x =b
mi1 1 mz2 2 mn n m

Sistema linear homogéneo:
b,=b,=..=b_=0

Classificacao dos sistemas lineares
- Possiveis e determinados: possui uma unica solucao;
- Possiveis e indeterminados: possui infinitas solucoes;

- Impossiveis: nao existe solucao.

Sistema escalonado

Sistema linear escalonado é todo sistema no qual as incégnitas das equacoes
lineares estao escritas em uma mesma ordem e o 12 coeficiente nao nulo de cada
equacao esta a direita do 12 coeficiente nao nulo da equacao anterior.

ax + ax + - + ax =k
1 1 12 2 in n 1
ax + - + ax =R

22 2 2n n 2

ax =R

nn n n




Para se chegar a solucao desse sistema, parte-se da ultima equacao, que fornece
diretamente o valor de x_ e, por substituicao nas equacoes anteriores, obtem-se os
valoresde x . . x

Escalonamento e resolucao de um sistema linear

Podemos transformar qualquer sistema linear em um outro equivalente pelas se-
guintes transformacoes elementares, realizadas com suas equacoes:

- trocar as posicoes de duas equacoes do sistema;
- multiplicar uma equacao do sistema por um numero real nao nulo;

- somar a uma equacao do sistema uma outra multiplicada por um numero real.

Matrizes
Matriz genérica m x n:
11 12 13 in
A = 21 22 23 2n
a a_a a
L m1 m2 m3 mn |

Representacao por lei de formacao dos
elementos

A=(a), . |leideformacdo,comie (1.2 3,..mteje (123, ..nk

Tipos de matrizes &Professor )

- Matriz linha Encoraje os alunos a revisitarem o resumo sempre
que precisarem, incentivando-os a anotar outros
A=la, a, a,. al conceitos que considerem relevantes para um melhor

. Matri L entendimento. Alem disso, sugira que utilizem o
atriz cotuna resumo como um auxilio durante a resolucao da
- - bateria final de atividades que vira a seguir. Isso

C’n permitira que os estudantes apliquem de forma pratica
o conteudo revisado e fortalecam sua compreensao,
21 ao mesmo tempo em que se tornam mais autbnomos
A=la na gestao do proprio aprendizado. Dessa maneira, vocé

31 . . .
. estara proporcionando uma ferramenta valiosa que

promove a retencao de conhecimento e a habilidade
a de aplicacao em situagoes desafiadoras.

- . J
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+ Matriz quadrada

E toda matriz cujo nimero de linhas é igual ao numero de colunas. Assim,
chamamos matriz quadrada de ordem n toda matriz do tipo n x n.

diagonal secundaria 9, 9, 95 diagonal principal
+ Matriz nula

E toda matriz do tipo m x n cujos elementos sdo nulos.

- Matriz diagonal

E toda matriz quadrada em que os elementos nao pertencentes a diagonal prin-
cipal sao nulos.

- Matriz identidade
E toda matriz diagonal em que os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1.
» Matriz transposta

Dada uma matriz A do tipo m x n, chama-se transposta de A e indica-se por At a
matriz que se obtem trocando-se ordenadamente as linhas pelas colunas de A.

Igualdade de matrizes

A=(a)eB=(b)sdodotipomxn|A=Bea,=b, paratodoi<i<m
paratodo1<j<n

Adicao e subtracao de matrizes
A=(@) eB=(b)

i'mxn 'mxn

A+B=(ajtbi) (1<ismel<j<n)

mxn

Multiplicacao de numero real por matriz
A=(a) ekeR

i'mxn

RA=(k a) (A<i<mel<j<n)

ji'mxn

Multiplicacao de matrizes
Dadas A =(a) e B =(b,). de tipos m xn e nxp, o produto C=A - B sera do tipo

m x p e cada elemento c,, da matriz produto C e dado pela soma dos produtos de

cada elemento da linha i de A pelo elemento correspondente da coluna k de B.

C=A-Blc), ,ondec,=ab,+a.b, +.+a.b,



Matriz inversa

ParaA=(a),, . seexistrB=(b)  talque A-B=B-A=/ =BeainversadeAe
sera representada por A™

Determinantes

A=l(a), = existe o nimero real det A ou |A| associado a matriz.

Determinantes de matrizes de ordens 1,2 e 3
*matriz1x1
detA=la,|=a
- matriz2 x 2

det A = a,a,, - a,a,,

1

a.a a.a

22 16 22

-+ matriz 3 x 3 (regra de Sarrus)

11 12 13
21 22 23

a a
31 32 33

11 12 13 Clu alz
a a

21 22 23 21 22
a a a

31 32 33 31 32

produtos dos elementos indicados, conservando-se os sinais:
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Efetuam-se os produtos dos elementos indicados, trocando-se os sinais:

_a13az1a32

Somam-se os produtos obtidos:

detA = Q0,055 + 0,005 +0,,0,,05, = 0,3,0,,05, = 4,,0,,0,, - 4,0, 05,

Teorema de Laplace
Para uma matriz A, quadrada de ordem n > 2

detA=a A +a, A, +.+a A emqueA, A,... A sdo os cofatores dos
elementos da linha /.

Propriedades dos determinantes

- 12 propriedade

Se A tem uma fila com todos os elementos nulos, seu determinante € nulo.

- 22 propriedade

Se uma matriz A tem duas filas paralelas proporcionais, seu determinante € nulo.
- 32 propriedade

Se trocarmos entre si a posicao de duas filas paralelas de A, obtemos uma matriz A,
tal que det A'= -det A.

+ 42 propriedade

Se multiplicarmos os elementos de uma fila de A por um numero real kR, obtemos
uma matriz A’ tal que det A'=k det A.

- 52 propriedade

O determinante de uma matriz € igual ao determinante de sua transposta.
det A=det A

- 62 propriedade

O determinante do produto de duas matrizes quadradas de mesma ordem € igual ao
produto dos determinantes dessas matrizes.

det(A B)=det A detB



- 72 propriedade

Se somarmos a uma fila de A uma outra fila previamente multiplicada por um numero
real, obtemos uma matriz A’ tal que det A'=det A.

Regra de Cramer
a11X1 + alzxz o a1an = bl
021X1 + azzxz toot aann - bz

ax +a X +.+a x =b
ni 1 nz2 2 nn n n

b .
11 12 in 11 1 in
det A = 021 022 azn det X2 = az1 bz azn
a a s00 (0] a b .. a
ni n2 nn ni n nn
b .. b
1 12 in 11 12 1
det X, = b a . a_ detx =| % % - b,
o o o n o o o
b a .. a a a_ .. b
n n2 nn ni n2 n
det X
detAz0=x = 1
det A

XzzdetXZ X:detXn
det A " detA
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Avalie o que aprvendeu

(EM13MAT302)
1. Calcule o valor de p para que o sistema dado admita outras solucoes além da trivial.
2x -3y =0
X+ (p+2)y=0
ap=2 dp=-1
b) p= 1 1
p=-=
cAp=0 2
(EM13MAT302)
2. Determine o valor de k para que o sistema admita uma unica solucao.

X+y+z=06
2X -y +2z=3

X+y—-kz=-3
a k=-1 (k-1
b)k=0 e kR+-2
C)rR#0
(EM13MAT315)

3. Dadas as matrizes A =(a)), .,
Q= by

a) 2 c)5

i’ 2x3’

coma;=sen (E,‘j, eB=(b),, comb, = cos(lj) calcule
8

4

(o) V2 d V5

(EM1I3MAT315)

4. Calcule x, y, z e t, sabendo que

(i 2)-(2)

x:8;y=—3:z:—1:t:1 dx=y=z=t=-2
P)x=4,y=-5z=0;t=12 elx=y=z=t=2
COx=y=z=t=0

(EM13MAT315)

5. Multiplicando | @ 3 3 4 | obtemos 3 2 | Calculea+b.
-4 b 1 2 -10 -12
a) O d) 6

b) 2 e) 8

(0)4



(EM13MAT315)

6. Encontre a matriz X tal que X + B = A2, sendoA:( -10 J eB:( 3 1 )

1 2 1 2
aax=| =2 1 o x=| 21
L 1 2 | 0 2
b) X = -2 1 X = -2 1
1 2 ‘ | 0 2
(EM13MAT315)

7. Sabendo que A = { x Y } determine x e y para que A% = [ 12 }

1 2 2 5
(@Ax=0y=1 dx=-1y=0
Pb)x=0;y=-1 e)x=0;y=0
Ax=Ly=1
(EM13MAT315)

8. Sendo dadas as matrizesA=| @ b 1 eB:( 110 ),taisqueA-Bf:
-1 1 a 0O 10

( 7 -5 ),obtenhaaeb.

-2 1
ab=a=2 db=2a=-5
b)b=a=-5 e b=0;a=1
@b:—5:a:2
(EM13MAT315)

9. Sao dadas as matrizes

3
A=l,B=@2x-5 y+2 3z+4 t-2)eC= 2 . Calcule ovalorde x, y, ze t de modo

0

1
que setenhaB-A=C

Cx=y=z=t=0
a)x=o;y=l;z=i;t=5 Y

2 3

d)yo 23,1, 14 4
X=4;y=O;Z=—%;t=3 X Z'V 2'2 3't /
(EM13MAT315)

Professor

Uma possibilidade de aplicacao dessa bateria final de
atividades € como avaliagao somativa, que, ao critério
do professor, podera ser feita de maneira individual,
em duplas ou pequenos grupos.
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10. Dados A = ( 1 ) eB= ( o 1 ] determine a matrizX=(A1-B)t.
1

1
0 1 -1
ax-| 3 2 d)X:(l 1]
4 -3 2 1
oy [ 3 -2 @x-[ 1 1
4 3 2 -1
ox=| 171
-2 -
(EMI3MAT315)
X—4 0 O (¢}
11. Qual deve ser o valor de x paraque setenha| © 1 0 O =07
0 0O 1 0
(0] O 0 x+1
ax=0oux=-2 dx=1loux=-3
x:4oux:—1 e)lx=20ux=-2
cAx=0
(EMI3MAT302)

12. O valor de um determinante € 52. Se multiplicarmos a 22 linha por 2, qual sera o valor
do novo determinante?

(a)104 d) 44

b) 88 e 12

c) 76

(EM13MAT315)
3X—2y =—4

13. (EEAR-SP) O sistema X + 4Y = =6 nasincognitas x e y, admite uma Unica solucao
2x =3y =m

se, e somente se;

aam=-1 @77 =-1
b)m=0 dm=2
(EM13MAT315)

14. (EPCAR-MQG) Considere o sistema nas incognitas x, y e z:
X+y—-z=1

2X+3y+az =3
X+ay+3z=2



Os valores de a de modo que o sistema tenha uma solucao ou para que nao tenha
solucao sao, respectivamente:

QAaz2,a+-3 coa=-3,a=2
‘a 2:.a=-3 daz3;a=2
(EM13MAT315)

15. (AFA-SP) A condicao que deve ser satisfeita pelos termos independentes a, b e ¢ (a,
X+2y—-z=aqa

b e c € R) para que seja compativel o sistema y+2z=Db ¢ estabelecida por:
X+3y+z=c

ac-a+b=0 )c+a-b=0
b)a+b+c=0 ‘a+b c=0
(EM13MAT315)

16. (AFC-DF) De forma generalizada, qualquer elemento de uma matriz M pode ser
representado por m;, em que i representa a linha e/ a coluna em que esse elemento
se localiza. Uma matriz S = S de terceira ordem, € a matriz resultante da soma entre as

matrizes A = (a,.j) eB= (bj) ou seja, S =A + B. Sabendo-se que (a ) ?+j% e que /o (i + )2,

entao a soma dos elementos da primeira linha da matriz S € |gual a:
a)17 ()46
b) 29 e) 58

c) 34
(EM13MAT315)

17. (FGV-SP) A, B e C sao matrizes quadradas de ordem 3, e | € a matriz identidade de
mesma ordem. Assinale a alternativa correta:

a) (A+B) = A2 + 2AB + B? () i=c
0)B-C=C'B e A=l
Q) A+B)-(A-B)=A?- B

(EMI3MAT315)

18. (UPM-SP) Considerando o produto de matrizes:

(o2 ek

ovalordeaée;

a) 0 d) -2
b) -1 (o)1
c)2

87



(EM13MAT315)

19. (UEL-PR) Uma nutricionista recomendou aos atletas de um time de futebol a
ingestao de uma quantidade minima de certos alimentos (frutas, leite e cereais)
necessaria para uma alimentacao sadia. A matriz D fornece a quantidade diaria minima
(em gramas) daqueles alimentos. A matriz M fornece a quantidade (em gramas) de
proteinas, gorduras e carboidratos fornecida por cada grama ingerida dos alimentos
citados.

200 | fruta
D=|300] leite
600 | cereais

fruta leite cereais
0,006 0,033 0,108 | proteinas
0,001 0,035 0,018 | gorduras
0,084 0,052 0,631 | carboidratos

M =

A matriz que mostra a quantidade diaria minima (em gramas) de proteinas, gorduras e
carboidratos fornecida pela ingestao daqueles alimentos é:

[ 1820 [ 51,90
a) | 3630 Q| 4830
| 454,20 | 405,60
[ 29,70 [ 75,00
6,20 21,50
by | 1
_460,20 _411,00
[ 4830
o | 36.00
| 432,40
(EM13MAT315)

20. (Fuvest-SP) Uma matriz real A € ortogonal se A - A=/, em que / indica a matriz

1
identidade e Atindica a transpostade A.SeA=| 2 X € ortogonal, entao x? + y2 € igual a:
y z
a) 1 d V3
4 2
o) V3 ()3
4 2
ol
2
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Neste capitulo, vamos estudar as técnicas de contagem que permi-
tem calcular o numero de elementos de conjuntos formados de acordo
com certas regras, sem que seja necessario enumerar seus elementos.

Encontramos essas situagoes, por exemplo, quando precisamos cal-
cular a quantidade de placas de automaéveis, numeros telefénicos, gru-
pos de pessoas, cartoes de loteria, ocorréncia de uma investigacao cien-
tifica, incidéncia de um sinistro, etc. Finalmente, calcularemos a chance
de determinada situacao ocorrer.

N Professor

Neste capitulo, os alunos terao a oportunidade de enfrentar problemas relacionados a contagem
e calcular probabilidades, explorando situacdes que se assemelham ao seu cotidiano. Isso visa dar
ao conteudo um carater mais relevante e pessoal, facilitando sua compreensao e fomentando o

desenvolvimento das habilidades necessarias. O conteudo apresentado oferece uma variedade de
abordagens praticas em sala de aula, permitindo que vocé, com recursos simples, demonstre aos
estudantes os resultados de experimentos aleatorios basicos, como lancamento de moedas, dados ou
selecdo de bolinhas, conforme os conceitos forem introduzidos. E importante recordar que os alunos ja
tém algum embasamento nesse topico do Ensino Fundamental, o que permite que vocé recupere esses
conceitos prévios para auxiliar no crescimento das habilidades estimuladas neste capitulo.




NGV
Principio 7 A
fundamental da
contagem

(EM1I3MAT310)

O principio fundamental da contagem, ou principio multiplicativo,
estabelece o0 numero de maneiras distintas de ocorréncia de um evento
composto de duas ou mais etapas. Pode ser enunciado da seguinte forma:

Se uma decisao E, pode ser tomada de n, modos e, tomada a decisao
E.. a decisao E, pode ser tomada de n, modos, entao o numero de
maneiras de se tomarem as decisbes E, e E, én, - n,

E e E E

1 2

[ n, modos ] [ n, modos } [ n, - n, modos ]

Professor

Inicie a abordagem verificando o que os estudantes se lembram do
principio multiplicativo a partir do que viram no Ensino Fundamental, sendo
esse um passo importante para desenvolvimento do conteudo, pois pode
fornecer subsidios de como conduzir o trabalho com o tépico

Atividades resolvidas

R1. Uma lanchonete serve 3 tipos de sanduiches e 4 tipos de
refrigerantes. Calcule o numero de modos distintos de uma pessoa fazer
um lanche constituido de um sanduiche e um refrigerante.

i I
Resolucao Q% Professor )
E, e E, —— E
[ 3 tipos } [ 4 tipos ] [ 12 modos ] Dentro da metodologia deste material,
as atividades resolvidas desempenham
EI: escolher um sanduiche um papel fundamental como ferramentas
i auxiliares no processo de ensino e
E, escolher um refrigerante aprendizagem. Sugerimos que o professor

estimule os alunos a acompanharem
atentamente o detalhado passo a passo de

Para formar um lanche. a cada cada resolucao, e, se possivel, os encoraje

sanduiche podemos escolher a replicar as resolucdes em seus proprios
P cadernos. Alem disso, eles podem explorar a

E: escolher um lanche

um dos 4 tipos de refrigerantes; criagcdo de pequenas variagdes das atividades
como sao 3 tipos de sanduiches, Jja solucionadas, o que proporcionara um
podemos compor 3 x 4 lanches. maior engajamento e compreensao dos

conceitos abordados. Isso permitira que os
alunos apliquem os principios aprendidos de
forma pratica e reforcem sua compreensao
dos conceitos estudados.

- J




SeS. S, e S, sao os tipos de sanduiches e R, R, R, e R, sao os tipos de refrigerantes,
entao o “par” (S, R) representa um lanche formado pelo sanduiche S, e pelo
refrigerante R,

Sanduiches  Refrigerantes Lanches

possiveis

R, S, R,

R, S, R,

2 R S.R
3 1”3

R4 S1' R4

R, S, R,

RZ 52’ RZ

5 R S, R
3 27 '3

R4 S2' R4

R, S, R,

S3 RZ s3’ RZ
R3 53’ R3

R, S R,

Assim, os 12 lanches possiveis sao (S, R). (S, R). (S, R,). (S. R). (S,. R). (S,. R.).(S,. R.). (S,
R). (S, R).(S,R) (S, R)e(S, R).

-SeA=15,5,5eB=IR R, R, R} entao o conjunto de todos os pares (S, R). onde i =1,
2,.3ej=12, 3,4 que tem 12 elementos, € chamado de “produto cartesiano de A por B":

AxB=1S,R).(S,R).(S.R).(S,R).(S, R). (S, R).(S,,R). (S, R). (S, R). (S, R). (S, R),
(S, R

R2. Dados os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, determine quantos humeros naturais podemos
formar:

a) com 3 algarismos; b) com 3 algarismos distintos.

Resolucao

a) Temos 6 possibilidades para cada um dos 3 algarismos:

centenas dezenas unidades
l d l
6 6 6 -6x6x6=216

Assim, podemos formar 216 numeros.

b) Como os algarismos devem ser distintos, isto €, nao pode haver repeticao, cada
algarismo utilizado € excluido da etapa seguinte:

centenas dezenas unidades
l l l
6 5 4 —-56x5%x4=120

Assim, podemos formar 120 numeros.
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R3. Quantos numeros naturais de 3 algarismos distintos existem?

Resolucao

O primeiro algarismo pode ser escolhido de 9 modos (hao podemos usar o O na casa
da centena); o segundo algarismo, de 9 modos (nao podemos usar o algarismo utilizado
anteriormente); e o terceiro, de 8 modos (nao podemos usar os dois algarismos ja
empregados).

1Q 2Q 3Q
algarismo  algarismo  algarismo

l \J \

9 9 8

Assim, temos 9 x 9 x 8 =648 n

0s naturais de 3 algarismos distintos.

Professor

As atividades compdem um importante momento de assimilacao dos
conteudos e desenvolvimento das habilidades nos estudantes. A seu
critério, incentive os estudantes a resolverem as atividades de forma
individual ou em pequenos grupos focais nos quais eles possam se ajudar.

Atividades

1. Uma moca possui 5 blusas diferentes e 4 saias diferentes. De quantos modos

&distintos ela pode se vestir?
Professor )

-

Para completar as atividades resolvidas, antes de iniciar as seguintes, lance o seguinte desafio aos estu-
dantes e depois resolva com eles na lousa: quantos numeros naturais pares de 3 algarismos podem ser
formados com os digitos 1, 3, 4, 5, 6 e 7? Na resolugao, explique que podemos comecar pela escolha do
terceiro algarismo, porque esse € o mais problematico. Ele pode ser escolhido de 2 modos (termina em 4 ou
6). Posteriormente, vamos analisar os dois primeiros algarismos; o primeiro algarismo pode ser escolhido de
6 modos, e o segundo tambem, ja que pode haver repeticao. Assim:

i 22 S2
algarismo  algarismo algarismo
\: X X
6 6 2

Portanto, nesse contexto, temos: 6 x 6 x 2 = 72 numeros.
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20 formas diferentes

2. Existem 2 estradas que ligam as cidades A e B e 3 estradas que ligam B e C. De
quantas formas distintas é possivel ir de A até C passando por B?

6 formas distintas

3. Uma determinada viagem pode ser feita de carro, 6nibus ou aviao. De quantos
modos pode-se escolher o meio de transporte se nao for usado na volta o mesmo
meio de transporte usado na ida?

6 modos




4. Em uma prova classificatoria para as olimpiadas, 10 atletas disputam os
800 metros. Sabe-se que apenas os 4 primeiros serao classificados para as
finais. Quantos resultados possiveis existem para os 4 primeiros lugares?

5.040 resultados possiveis

5. Quantos sao os gabaritos possiveis para uma prova de 10 testes, com 5
alternativas por questao?

5 gabaritos possiveis

6. Dispondo de 6 cores, de quantas formas distintas podemos pintar uma bandeira

com 3 listras verticais de cores diferentes?

120 formas distintas

7. Uma comissao de uma camara de vereadores sera composta por 1 presidente,
1 secretario e 1 relator. Considerando que essa camara possui 18 vereadores, de
quantos modos pode ser formada essa comissao?

4.896 modos

8. Quantos numeros de telefone com 8 algarismos podemos formar? (Utilize os
10 algarismos do sistema decimal.)

9 - 107 numeros de telefone

9. Quantos numeros de telefone com 8 algarismos e prefixo 3.241 podem ser
formados? (Utilize os 10 algarismos do sistema decimal.)

10% numeros de telefone

10. Com os algarismos 1,2, 3,4,5,6,7,8 e 9:

a) quantos numeros naturais de 4 algarismos podem ser formados?

6.561 numeros

b) quantos numeros naturais pares de 3 algarismos distintos podem ser escritos?

224 numeros
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11. Calcule quantas placas de carro podemos formar, dispondo de 26 letras e 10
algarismos, considerando:

a) 3 letras e 4 algarismos;

175.760.000 placas

b) 3 letras distintas e 4 algarismos distintos.

78.624.000 placas

12. Um cofre de seguranca possui um disco com as 26 letras do alfabeto e dois
outros numerados de 1 a 9. O segredo do cofre consiste em 4 letras distintas, em
uma determinada ordem, e 2 numeros distintos, também em ordem. Considerando
que as letras devem sempre anteceder os numeros, quantos segredos diferentes
pode ter o cofre?

25.833.600 segredos

13. Quantos numeros naturais de 4 algarismos distintos existem?

4536 numeros

14. Quantos numeros naturais pares de 3 algarismos distintos podemos formar com
os algarismos de 0 a 9?

328 numeros

15. Quantos numeros naturais impares de 3 algarismos distintos podemos formar
com os algarismos de O a 9?

360 numeros

16. Quantos sao os inteiros positivos de 4 algarismos distintos nos quais o algarismo
5 sempre figura?

1.848 numeros

17. Quantos humeros naturais de 5 algarismos, distintos e maiores de 53.000,
existem?

12.432 numeros




18. Quantos numeros compreendidos entre 2.000 e 7.000 podemos escrever com os
algarismos impares sem os repetir?

48 numeros

19. Quantos numeros de 3 algarismos sao maiores que 320 e:

a) possuem todos os algarismos distintos?

392 numeros

b) nao possuem os algarismos 2,5 e 7?

294 numeros

C) possuem todos os algarismos distintos e nao possuem os algarismos 2,5 e 7?

180 numeros

Fatorial

Para tornar mais pratica a representacao e a execucao dos calculos relativos aos
problemas de contagem, vamos introduzir um novo conceito: o produto
nin-1Dn-2)..3-2-1échamado n fatorial, ou fatorial de n, e representado por n!. Entao:

nN=nn-Dn-2)..3-2-1L.(nhe N)
Leitura de “n!"; n fatorial

Convenciona-se que Ol=1ell=1

Atividades resolvidas

R4. Calcule os fatoriais:

) L
5!
b) 4! d)(n—l)!
(n+1)
Resolucao
a)bl=5x4x3x2x1=120 | |
o L =755 7 6-42
D)4l =4x3x2x1=24 5 5
(r7—1)!= (n— ! _ 1 __ 1
d) n+1 n+nh-1D' (h+n n*+n
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41

R5. Simplifique a expressao: 3

5!

Resolucao

Para simplificar, decompomos 4! e 5! em funcao do menor dos fatoriais, que € o 3!

445 _4-31+5-4.31_3M4+54)

(O
Professor

3! 3! 3! =24 A
Como atividade extra, proponha como desafio
I
aos alunos resolverem a equacao . =
x =2\
- - =30.x € N|x = 2 Depois de um tempo,
At I v I d a d es resolva com eles na lousa, explicando que
devemos simplificar os fatoriais para resolver
a equacao. Assim:
20. Simplifique as expressoes: X o =D-=22 oo
x =2 x =2
10! 10! Cancelando (x — 2)l, temos: x x — 1) = 30 —
a) g C)lﬁ 5 —x—-30=0.
- Dessa forma, explique que é uma equacao do
90 132 segundo grau, cujo A & 121. Assim:
206! 8! _1=x11
0) 231 d 5 -
23! 216! 2
x, =6
15.600 28 - - .
X, = =5 (ndo serve, pois —5 & N)
) B Portanto, mostre que a solucao finalé S = {6l
21. Verifique em seu caderno a alternativa correta: \_ )
a) 10! =8!+ 2! c) 10! =12! - 2!
b) 10! =2! . 5! (d)101=10-9- 8!
| |
22. Efetue: 20 51
49!
2.600

23. Simplifique as expressoes:

a) n! (nh=2)
(n—1! (n—23)!
n n-2
25. Resolva as equacoes:
(X + 1)' X!
S=1{8} S=0




NG
Permutacao [
simples 7

(EM1I3MAT310)

Dados n objetos a,. a,. a,, ... na, podemos formar com todos eles, sem repeticao,
agrupamentos de n elementos que diferem entre si apenas pela ordem dos elementos
em cada agrupamento. O 1¢ elemento pode ser escolhido de n modos, isto €, pode ser
qualquer um dos n objetos; o 22 elemento pode ser qualquer um dos n - 1 elementos que
nao foram usados no 1¢ lugar, e assim por diante. Temos entao: n possibilidades para o
16 n-1parao22 n-2parao 32 .., até uma unica possibilidade para o ultimo elemento.
Pelo principio multiplicativo, o numero total de agrupamentos (ou ordenacdes) dos n
elementos sera igual a:

n-in-1-n-2-.-3-2-1=n!

Cada um desses agrupamentos € chamado de permutag¢ao dos n objetos dados.
Concluimos, portanto, que o numero de permutacoes de n objetos (elementos) e iguala n'.
P=nin-1D{n-2)..1=n!
P =n!
(ne N)
Leitura de P : permutacao de n elementos

Dada uma palavra (como CASTILHO), cada permutacao de suas letras recebe o
nome de anagrama. Observe que um anagrama € uma palavra que pode nao ser

dicionarizada.
@
Professor

= u [ Caso julgue pertinente, monte
Atividades resolvidas | oo
comecgarem a montar um
diagrama de arvore com as
possibilidades dos anagramas
R6. Obtenha os anagramas da palavra CASTILHO. da palavra CASTILHO,
exemplificada anteriormente,
que também sera resolvida na

atividade a seguir.

Resolucao \_

Fazer um anagrama de uma palavra é formar outra pela transposicao das letras da
primeira, ou seja, permutar as letras para obter-se outra.

Assim, permutando suas 8 letras, temos:
P, =8!=40 320.
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R7. Considere a palavra PERNAMBUCO. Quantos anagramas:

a) podemos formar? ¢) comecam com PER?
b) comecam com a letra P? d) possuem a silaba PER?
Resolucao

a)

Com 10 letras distintas, que trocam de posicao entre si, temos:
P,,=10!anagramas.
b)

Y
9 letras
P, =9!anagramas.

c)
(Ple[R[ T T T [ [ [ |

AN J

Y
7 letras
P,=7!anagramas.
d)

®-

Considerando a silaba PER como se fosse uma Unica letra, temos:
P, =8!

R8. Dispostos em ordem crescente todos os numeros de 4 algarismos, obtidos com 1, 3,
5 e 7 (sem repetir), que posicao ocupa 0 humero 5.7317

Resolucao

Para resolver esse tipo de exercicio, estudamos as possibilidades de cada algarismo
em cada casa, separadamente. Dessa forma, temos um controle maior até encontrar a
posicao de 5.731L

3l [ [ |—r=3=6

s[3] [ |—r=2=2

sl7[1]3]—r=1=1

Temos 6 + 6 + 2 + 2 + 1= 17 numeros menores; portanto, o numero 5.731 ocupa o
182 lugar.




Atividades

26. Determine quantos anagramas possuem as palavras:
a) ESCOLA b) RIMA c) PEDAL

720 anagramas 24 anagramas 120 anagramas

27. Qual é o numero de anagramas da palavra FUTEBOL que:

a) terminam com BOL?

24 anagramas

b) possuem a silaba TE?

720 anagramas

C) possuem, juntas, as letras F, U e T?

720 anagramas

28. Quantos anagramas da palavra VESTIBULAR:

a) tém, juntas, todas as vogais?

120.960 anagramas

b) tém, juntas, as letras V, E, S, e T, nessa ordem?

5.040 anagramas

29. Quantos anagramas da palavra BIGODE tém as consoantes e as vogais dispostas
alternadamente?

72 anagramas

30. Qual a soma dos numeros que se pode formar com as permutacoes dos
algarismos 1, 2, 3 e 4?

A soma € 66.660
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31. Forme numeros obtidos pela permutacao dos algarismos 2, 3, 4, 8 e 9 e disponha-

os em ordem crescente. Que lugar ocupa o numero 43.892?

58¢ lugar

32. Em uma estante estao dispostos 8 livros distintos, sendo 3 de Matematica, 2 de
Fisica e 3 de Quimica. Determine de quantas formas distintas podemos dispor os

livros, de tal maneira que fiquem sempre juntos:

a) os de matematica;

4.320 formas

b) os de uma mesma matéria.

432 formas

Permutacao com
elementos repetidos

De modo geral, o numero de permutacoes de n objetos,
dos quais n, sao iguais a A, n, sao iguais a B, n, sao iguais a
C. etc. € dado por:

n,.n,n...n n'

P123 """ [
n n'n'nl.n!
1 2 3 k

(he Nen,n,n,.n,e N*)

Atividades resolvidas

R9. Quantos anagramas podem ser formados com as letras
da palavra NATA?

[Cx
Professor

Destaque que o entendimento
das permutacées com
elementos repetidos possui
relevancia direta em varias
areas, inclusive na analise

de cenarios da vida real. Por
exemplo, ao planejar eventos
ou reunides, € necessario
considerar as diferentes
maneiras de organizar
convidados ou elementos
repetidos, como decoracoes.
Além disso, em projetos de
design, explorar as permutacoes
com elementos repetidos
auxilia na criacao de padroes
esteticamente agradaveis. Nos
dominios da computacao e da
criptografia, a compreensao
dessas permutacdes e crucial
para criar sequéncias de
caracteres unicas, como senhas
e codigos de seguranca.
Portanto, destacar as aplicacoes
praticas das permutacdes com
elementos repetidos nao apenas
ajuda os alunos a apreciar

a relevancia do conteudo,

mas também a reconhecer
como esse conhecimento
permeia diversas facetas do
cotidiano e do desenvolvimento
tecnologico.

Resolucao

Se todas as letras fossem distintas, teriamos 4! permutacdes. Como temos uma letra
repetida, esse numero sera menor, visto que uma permutacao entre letras repetidas
nao produz nova palavra. Vamos colocar indices nas letras repetidas para visualizar o
que acontece. Assim, NA TA,, NA, TA,, que seriam diferentes se A, # A, sao, na verdade,
iguais quando retiramos os indices, ou seja, o resultado deve ser dividido por 2, pois

duas palavras sao contadas apenas uma vez.




Entao o numero de palavras distintas que podem ser formadas por permutacao das

| . .2
letras de NATA e igual a % = % =12.

R10. Quantos anagramas podem ser formados com as letras da palavra BALADA?

Resolucao

Nesse caso, temos 3 letras A que, se fossem letras distintas, teriamos 6! permutacoes,
mas todas as permutacoes de A AJA,, que sao em numero de 3! =6, produzem a
mesma palavra.

6 _6-54.3.2-1

Temos entao 30 3.1

=120 palavras.

R11. Quantos numeros de 7 algarismos podem ser formados usando os algarismos 2, 2,
2,33, 4eb5?

Resolucao
Se todos os algarismos fossem distintos, teriamos P, = 7! numeros.

Porém, como temos trés 2 e dois 3, teremos um numero menor representado por

pa2 — 7' _7:6-5-4-3
7 32l 3-2-1

numeros = 420 numeros.

Atividades

33. A partir da palavra CARAGUATATUBA, determine quantos anagramas:

a) podemos formar. b) comecam por vogal.

12.972.960 anagramas 6.985.440 anagramas

34. De quantos modos podemos separar 10 alunos de uma classe em dois grupos:
um de 6 alunos e o outro de 4?

210 modos

35. De quantos modos podemos embalar 15 sabonetes em 4 caixas, sabendo que na
primeira cabem 3 sabonetes, na segunda, 4, na terceira, 6 e na quarta, 2?

6.306.300 modos
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36. Bruno mora 3 quarteirdes ao norte e 5 quarteirdes a leste de sua escola. Quantos
caminhos possiveis, percorrendo sempre a menor distancia, Bruno pode fazer para ir

de sua casa a escola? 4

56 caminhos & Professor )
Nesta atividade, o aluno tera

37. Quantos numeros de sete algarismos podem ser oportunidade de fazeruma

f d d L . 22233 4e5? contextualizacao interdisciplinar

ormados usando os algarismos ¢, ¢, <, 3, 3, 4 € 9: com Ciéncias da Natureza sobre

o tema de DNA, verificando

420 numeros como a matematica € importante
na linguagem das ciéncias.

Praticas interdisciplinares

Combinacoes e recombinacoes no DNA (EMIZMATSIO) (EMIZCNT304)

O modelo do DNA, proposto na década de 1950, parece uma hélice dupla, contendo
em cada “corrimao” uma sequéncia de bases nitrogenadas, denominadas adenina (A),
timina (T), citosina (C) e guanina (G).

As duas hélices ligam-se uma a outra por “degraus” formados por pares especificos
dessas bases. Assim, a adenina liga-se sempre a timina (A - T ou T - A) e a citosina,
aguanina(C-GouG-0Q).

Quando a dupla hélice do DNA se abre para a producao de uma molécula de RNA,
responsavel pela sintese de proteinas na célula, a sequéncia de bases nitrogenadas
determina a sequéncia que tera o RNA.

O RNAVvai, entao, promover a sintese das proteinas a partir dos 20 tipos de aminoacidos
existentes. Como a mensagem contida no RNA vem do DNA, podemos dizer que ¢ este
ultimo que determina a sequéncia de ligacdes dos aminoacidos, de forma a sintetizar
uma nova proteina.

Cada aminoacido, dos 20 existentes, € codificado por uma sequéncia de trés bases
nitrogenadas, entre as quatro existentes (A, T, G e C). E facilentender a necessidade de trés
bases para cada aminoacido: com duas bases (AA, AT, TA, GC, CG, TT, etc.), s6 poderiamos
codificar 16 aminoacidos (42 = 16). Porém, como sao 20 os tipos de aminoacidos, sao
necessarias sequéncias de trés bases nitrogenadas. Fita dupla do DNA

eixo da simetria

Como existem 64 permutacoes (4° = 64), isso nos leva a conclusao
de que muitas combinacoes de trés bases se repetem para um mesmo
aminoacido.

Essas e outras combinacdes de aminoacidos e bases nitrogenadas
traduzem um conjunto de informacodes correspondente a mais
de 3 bilhdes de caracteristicas relativas a espécie humana. Esse
numero, segundo os cientistas do Projeto Genoma, responsaveis por
mapear o chamado “codigo da vida®, constituem a identificacao de
aproximadamente 97% do mapeamento do DNA humano.

Agora, converse com sua turma:



1. Por que sao necessarias trés bases nitrogenadas para codificar cada aminoacido?

Pelo texto, sdo necessarias trés bases nitrogenadas para codificar cada aminoacido, porque, com apenas duas

bases, teriamos apenas 16 combinacdes possiveis, 0 que nao seria suficiente para representar os 20 aminoacidos

diferentes. Com trés bases, temos 64 permutacdes possiveis, o que permite uma correspondéncia Unica para

Al
cada aminoacido.
: >%Professor )

Enfatize a importancia do conceito de codificacao de aminoacidos e suas conexoes
com a Biologia e a Matematica. Incentive os alunos a se maravilharem com a beleza

e a profundidade do “codigo da vida®, ressaltando como esse entendimento e
fundamental para explorar a genética e a evolucao das especies. Ao abordar esses
pontos, vocé proporcionara aos alunos uma visao abrangente e envolvente da
intersecao entre a Matematica e a Biologia no contexto da codificacao genética. Isso
certamente estimulara o interesse e a compreensao deles sobre esse tema intrigante.

)

2. Como a relacao entre o numero de aminoacidos e o0 numero de permutacoes de
bases nitrogenadas resulta em repeticoes de combinacoes?

Pelo texto, devido ao fato de existirem apenas 20 tipos de aminoacidos, enquanto ha 64 permutacdes possiveis

de trés bases nitrogenadas, varias combinacoes de bases se repetem para codificar o mesmo aminoacido. Isso

ocorre porque a quantidade de permutacoes € maior do que a quantidade de aminoacidos, o que resulta na

reutilizacao de certas combinacoes de bases para representar os aminoacidos faltantes.

3. Vocé considera importante a matematica no entendimento da Biologia?

Resposta pessoal.

4. Dos seus estudos nas Ciéncias da Natureza, que outras areas utilizam ferramentas da
matematica em suas explicacoes?

Espera-se que citem que na Fisica, ha Quimica e na Astronomia também se utiliza muitas ferramentas

matematicas nas explicacdes, pois a matematica acaba sendo a linguagem dessas ciéncias.

5. Aproveitando o assunto do texto, o que mais vocé sabe sobre DNA? Converse com
seu professor de Biologia a respeito.

Resposta pessoal.

105



NG\
Combinacoes 7 A

simples

(EM1I3MAT310)

Representamos por C o numero de combinacoes de n objetos tomados p a p.
Por exemplo, as combinacoes simples de 3 dos 4 objetos a, a,, a, a, sao:

la,a, alla,a,atla, a,altla, a,al
Assim, C, ,=4.

Analisando essa resposta: a escolha do 12 elemento da combinacao pode ser feita de
4 modos; a do 22 de 3 modos e a do 32 de 2 modos. A resposta parece ser4 x 3 x 2 =24.
Entretanto, se pensarmos em uma combinacao, por exemplo la,, a., a,l, verificamos que
as combinacdes la,, a,, a.l. {a, a,. a )l {a,, a, a.l etc. sao idénticas e foram contadas como
se fossem diferentes. Portanto, na resposta 24, estamos contando cada combinacao uma
vez para cada ordem de escrever seus elementos.

Como em cada combinacao os elementos podem ser escritos em P, = 3! = 6 ordens,

cada combinacao foi contada 6 vezes. Logo, a resposta € % =4,

Genericamente, temos:

n(n-1)..(n-p+1)

Cn’p: p! ,.O0<p<n
Multiplicando o numerador e o denominador por (n - p)!, obtemos:
n n!
C = =——,0<p<n
: (p) p!(n-p)

Cop= (”) é chamado de numero binomial.
p

Atividades resolvidas

R12. Calcule o numero de comissdes com 2 professores e 3 alunos que podem ser
formadas a partir de um grupo de 5 professores e 8 alunos.

Resolucao

Para escolher os professores, temos C,, possibilidades, e para cada uma delas temos
C, 5 possibilidades de escolher os alunos. Portanto, o numero de comissoes é:

C., C,,=10-56="560

52
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R13. Quantas diagonais possui um poligono convexo de 9 lados?

Resolucao

O numero de segmentos que tém extremidades nos vertices do poligono é:

(O
Professor )

Destaque a aplicacao dos numeros binomiais em varias areas, como
probabilidade, estatisticas, teoria dos numeros e combinatoria. Enfatize
como eles sao fundamentais para calcular o numero de maneiras
unicas de selecionar subconjuntos de elementos. Espera-se que com
isso os alunos tenham uma compreensao solida das combinagdes
simples e dos numeros binomiais, bem como uma base para explorar
conceitos mais avancados de combinatoria e matematica discreta.
Certifique-se de fornecer exemplos adicionais e oportunidades para os
alunos praticarem o calculo de combinacoes em diferentes contextos.

. )

Desses segmentos, 9 sao lados e, portanto, o numero de diagonais € 36 - 9 =27.

R14. Dados 7 pontos distintos, 4 sobre uma reta e 3 sobre uma paralela a primeira,
calcule o humero de triangulos com vértices nesses pontos.
rils

Resolucao

Temos, no total, C, , agrupamentos de 3 pontos, sendo que C, ; sao pontos alinhados
emre C, ,sao pontos alinhados em s. Como 3 pontos alinhados nao determinam um

triangulo, temos que o numero de triangulos é:
Al

C,,-C,,-C,,=35-4-1=30.

Professor )

Como desafio extra, proponha que os alunos fagam grupos de 5 pessoas e calculem o

numero de comissdes compostas de 3 alunos que podemos formar a partir desse grupo.
] ] Apos um tempo, resolva com eles na lousa, explicando que cada comissao difere das
At I V I d a d es outras apenas pela natureza. Assim, o nimero de comissées é:
5! 5! 5-4-3!
C,.= = = =10

\ ' 31(5 - 3) 32! 32! /

38. Em uma classe de 20 alunos, o professor deseja organizar grupos de 5 para
trabalhar no laboratério. Quantos grupos distintos podera formar?

15504 grupos

39. Quantos subconjuntos de 4 elementos possui um conjunto de 8 elementos?

70 subconjuntos
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40. Um baralho comum possui 52 cartas. De quantas formas distintas um jogador
pode receber 5 cartas?

2.598.960 formas

41. Determine o numero de diagonais de um poligono convexo de n lados.

n(n-3)

42. Em uma camara municipal, deve-se formar uma comissao de 8 vereadores de
tal maneira que 3 sejam do partido A, 2 do B e 3 do C. Quantas comissoes distintas
podem ser formadas, sabendo-se que os partidos A e C tém 8 deputados cada e o
partido B tem 5 deputados?

31.360 comissoes

43. Em uma selecao de futebol, existem 8 jogadores de ataque, 6 de meio-campo,
6 defensores e 3 goleiros. Quantos times diferentes podem ser formados utilizando-se
1 goleiro, 4 defensores, 3 meio-campistas e 3 atacantes?

50.400 times

44. Resolva o exercicio anterior sem considerar as posi¢coes dos jogadores, com
excecao do goleiro.

554,268 times

45. A figura a seguir mostra uma circunferéncia com os 6 vértices de um hexagono
regular. Quantos quadrilateros com vértices nesses pontos podemos inscrever na
circunferéncia?

15 quadrilateros




46. Quantos triangulos com vértices em duas retas paralelas r e s podem ser
formados com 4 pontos distintos em uma e 5 pontos também distintos na
outra? 70 triangulos

g

A

Numeros Q
binomiais R«

(EM13MAT310)

Denomina-se numero binomial todo humero na forma ,.comne N,p
e N,n>p, em que: P

)=

lé-se: binomial de n sobre p.
n: numerador do binominal.

p: denominador do binominal.

Note que (”] =C,
b ,

Podem ser demonstradas duas importantes propriedades dos numeros
binomiais:
12) Binomiais complementares

Dois binomiais de mesmo numerador, em que a soma dos
denominadores € igual ao numerador comum:

(5)-(3-)

229) Relacao de Stifel
WREHEGS
= +
p) \p-1 p
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Atividades resolvidas

R15. Calcule os numeros binomiais:

a) @ o) @

Resolucao

7\ 7 _
a)(z)_z!a

b) (”JZL! -1
0 oln!

R16. Verifique a igualdade: (g) - (g)

Resolucao

De fato 5)=ie 5Y_ 5 . 5 &

\2) 23 T(3) 320 o213 312
Dois binomiais serao iguais quando possuirem numeradores e denominadores iguais ou
se forem complementares.

(5)-(0)=52e

R17. Determine x em @) = ()7() .

Resolucao

7 =(7):;> X =30U
3 X 3+X=7=>X=4

Triangulo de Pascal

Triangulo de Pascal € uma tabela de numeros binomiais dispostos da seguinte
maneira:

- em uma mesma linha, todos os binomiais com numeradores iguais;




- em uma mesma coluna, todos os binomiais com denominadores iguais.

) ()

2 G) 6

o) ) GG

@ @ (3 @

@ @ (3 @ (Z:_J @

Calculando cada binomial, temos:

4 1
0 10 5 1

e
RO IR SN OO R O I

As propriedades binomiais podem ser facilmente observadas no triangulo de Pascal.

- No triangulo, dois binomiais complementares ocupam posicoes equidistantes dos
extremos de uma linha:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4

1 5 10 10 5 1
1 6

RAN:
| ! b
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Chamamos esses binomiais de complementares.

(5)=(a")

P n-p

- Somando-se dois binomiais consecutivos de uma linha, obtém-se um numero que se
encontra na linha seguinte, abaixo do segundo binomial somado:

1
+ 3 1
]
6 4 1
10 10 + 5

15 20 15 6
21 35 35 21 7 1

T g HEN Y
N O o0 AN

Essa relacao € denominada de relacao de Stifel.

(-G

- A soma dos elementos de uma linha n éigual a 2".

S,=2°=1
11 §,=2'=2
1 21 S,=2°=4
1 3 31 5,=2°=8
1 4 6 41 S5,=2'=16
1 5 10 10 5 1 §5,=2°=32
Linhan S =2"

n

Atividades resolvidas

R18. Calcule o valor de x na equacao:

2)-(%2)
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Resolucao

Condicao de existéncia:

ox<5m x<2
2
X +2S55 X5 -2 X3

xeN

X+ 2
2X+X+2=52x=1

2X = X+22X =2
ASQWL(5]= ( 5 ) = <ou
2x

S=1{12l

Atividades

47. Calcule os binomiais:

a) (g) o) (

4 n+1

o) o

36 2n

48. Calcule o valor das expressoes utilizando as propriedades dos binomiais:

?(2)+()

112

o (2)-()-C)

0

@ 3)+()+(5)-)

0
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Al
49, Calcule o valor de x nas equacoes: | ( E ~
Professor

(5)-63)
¥ x 3 Ao abordar este topico,
recomenda-se uma
S=1{3 6} abordagem abrangente e
pratica para garantir que
12 [ 12 0s alunos compreendam
b) ox—-1) \x+1 e apliquem efetivamente

esse conceito matematico
S=1{2, 4 poderoso. Aplique exemplos
praticos para ilustrar a
expansao de bindmios
elevados a diferentes
poténcias, incentivando os

B i n 6 m io de N eWto n alunos a seguirem a formula

passo a passo.

- J

Denomina-se bindmio de Newton todo bindmio da forma (a + b)", com n € N. Vamos
desenvolver alguns bindmios de Newton:

n=0=(@+b)=1

n=1=@+bl=1a+1b
n=2=(a+b)=1a®+ 2ab + 1b?
n=3=(a+b)=1a*>+ 3a°b + 3ab® + 1b°
n=4=(a+b)*=1a*+ 4a%b + 6a°b® + 4ab® + 1b*

Observe os coeficientes dos termos do desenvolvimento de (a + b)". Eles formam
o triangulo de Pascal. Observe também que os expoentes de a decrescem de n até O,
enquanto os de b crescem de O an.

Vamos agora escrever o bindbmio (a + b)", utilizando os coeficientes binomiais:

(a + b)n = [gJa”bo + (f)a”‘lbl + (ZJGHbZ + ,..+(Z]a”*kb’* o+ (gjaob”

Note que, em qualquer termo do bindbmio, a soma dos expoentes de a e b € sempre n.

Termo geral

Um termo qualquer do bindbmio pode ser expresso pela formula do termo geral:

TkH:(Z) an-rbk,

em que R +1 € a posicao do termo e n, o expoente do bindmio.



Atribuindo a k valores que variam de O a n, temos:

k=0=1°termo: T, = [”j a"-%p°
0

kR=1=2°termo: T, = (”] a"-pt
1

kR=2=32termo: T, = (”) ar-2b?
2

kR=n=n+1etermo: T = (”)an” b"
n

Observe que a ordem de cada termo € sempre uma unidade maior do que o valor
atribuido a k.

Atividades resolvidas

R19. Efetue o desenvolvimento de (x + 3)4.

Resolucao

4_4,0 43,142,24_34.4
(X+3)—(OJX4 3 +(1)x 3+(2)x 3 +(3)x 3+(4)x0 3

X+3)=1-x*-14+44-x°-3+6-x2-9+4.x-27+1-1-81
X+ 3)*=x*+12x3+ 54x2 + 108x + 81

R20. Determine o sexto termo do desenvolvimento de (x + 2)8:

Resolucao

Para obter o 62 termo, devemosterk=5e T, = (2])(8-’? -2k

Logo:

8. s-

6:% X3 32=1792¢
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R21. Calcule o termo meédio do desenvolvimento de (2x - y)8.

Resolucao

Como, nesse caso, temos 9 termos, o termo médio € o quinto.

kR+1 5

R

T = (8) 2x2-F. (-ykek=4 Te= (i)@x)“ (=t =1120 xy*

6
R22. Determine o termo independente de x no desenvolvimento de (Xz + l) :

X

Resolucao

Inicialmente, escrevemos o termo geral:

k
6 ) l 6 x22-2k
o (2 om0

6] -
T, = (/?) x12 - 3k

Para que T, , seja independente de x, devemos ter:
12-3k=0=>k=4

Logo, o termo independente €: T, = (i)xo = T,=15.

[Cx
Professor

Como desafio extra,

peca aos estudantes

que calculem a soma

dos coeficientes no
desenvolvimento do
bindmio (x + y)°. Apos algum
tempo, explique que os
coeficientes binomiais serao

Atividades

50. Desenvolva os binéomios
a) x + D?

16x* +32x° + 24x° + 8x + 1

os elementos da linha 5 do
triangulo de Pascal. Logo,
mostre que a soma sera:

S,=0+1p=25
S, =32

b) (3x - y)»°

243x5 - 40%x*y + 270x3y? - 90x?3 + 16xy* - y°

6
c) (Zx + 1)
2
5.2, 3 1
B4x°+ 96x° + 60 x4 + 20X+ — X" + X+ —
4 8 64

d) @4 -a)

16 384 - 28 672a + 21 504a? - 8 960a° + 2 240a“ - 336a° + 28a° - a’




51. Determine o termo pedido no desenvolvimento dos bindmios abaixo:

a) o quarto termo de (4x + 1V’;

T,=8960x*

b) o sétimo termo de (x - 1)

T,=210 x*

¢) o quinto termo de (x2 - y)8.

T, = 70x%"

52. Determine, se houver, o termo independente de x no desenvolvimento de:

Nao existe termo independente.

8
53. Qual o termo em x* no desenvolvimento de (2x2 - 1) ?

T,=1120x

1

6
54, Determine o coeficiente do termo em X? no desenvolvimento de (’2‘ + X) .

6:5 1 _15

2-1 16 16

55. Determine a soma dos coeficientes no desenvolvimento de (x - y)°.

0
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V/

Nocdode /™
probabilidade

(EM13MAT311) (EM1I3MAT312) (EM13MAT511)

Experimentos aleatorios

4

Experimentos aleatérios sao aqueles que tém resultados imprevisiveis. Por exemplo,
lancar um dado e obter a face 6, retirar 1 bola verde de uma urna na qual se encontram
3 bolas verdes e 2 vermelhas, ou apostar 6 numeros num jogo de loteria e acertar a
quina. O estudo de probabilidades destina-se basicamente a estabelecer uma maneira

de analisar experimentos aleatorios.

Espaco amostral e evento

Espaco amostral de um experimento aleatorio € o conjunto dos resultados possiveis

para aquele experimento.
Espaco amostral
E=lr.r,ry,..r}

Foly Fy .k, SQ0 OS resultados possiveis

r ¢+ resultados possiveis

Veja os exemplos:
1. Quando lancamos uma moeda, temos duas possibilidades:
- obter cara;

- obter coroa.

(O
Professor

Antes de iniciar a
abordagem, fagca um
levantamento sobre o que
0s alunos lembram e sabem
sobre probabilidade de
seus estudos no Ensino
Fundamental, de modo que
0s subsidios possam ajudar
na conducao dessas aulas.
Proponha, por exemplo,
como abordagem inicial
um experimento aleatoério
simples com uma moeda
ou dado que tenha ha
disposicao em sala de

aula, verificando o que
sabem de experimentos
aleatorios, espaco amostral
e eventos, para entao
definir formalmente esses
conceitos novamente.

J




Logo, 0 espaco amostral do experimento sera:
E ={cara, coroal

AdobeStock

2. Jogando um dado ideal e anotando a face voltada para cima, teremos o seguinte
espaco amostral:

E=1{123 45,6l

Qualquer subconjunto do espaco amostral chama-se evento.

Probabilidade de um evento

Probabilidade de um evento A representa a “chance” de ocorrer um evento A. O valor
p(A) € igual ao numero de elementos de A dividido pelo numero de elementos do espaco
amostral E.
numerode elementosde A n(A)
numero de elementosde £ n(E)

p(A) =
p(A): probabilidade de um evento A.
Como A C E, temos n(A) < n(E). Logo:
O0<p(A) <1

Em particular, se p(A) = O, A sera chamado evento impossivel e, se p(A) = 1, A sera
chamado evento certo.

Atividades resolvidas

R23. Qual é o0 espaco amostral quando lancamos uma moeda duas vezes seguida?
Escreva dois eventos possiveis nesse espaco amostral.

Resolucao

O espaco amostral é:

E ={(cara, cara); (cara, coroa); (coroa, cara); (coroa, coroa)l
Sao exemplos de eventos:

- obter 2 caras: A = {(cara, cara)l

- obter ao menos 1 cara: B {(cara, cara); (cara, coroa); (coroa, cara)l
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R24. Calcule a probabilidade de, jogando um dado ideal, obter um numero maior que 4:

Resolucao
Espaco amostral: E=11, 2, 3,4, 5, 6}
evento: A =1{5, 6}

RARHET A

R25. Calcule a probabilidade de retirar 1 bola vermelha de uma urna contendo 3 bolas

brancas, 2 vermelhas e 5 verdes: [EJ
Professor )

Resolucao
Como forma de desafio, leve um baralho completo para a sala de

aula e faca alguns experimentos aleatorios com ele. Depois, peca

3brancas ; - .

que determinem a probabilidade de retirar ao acaso uma carta
2vermelhas: = n(E) =10 e n(A) =2 de ouros, por exemplo. Apods algum tempo, faca de fato a retirada
5verdes das cartas, verificando quando sai ouros. Explique a eles que um

baralho é formado por 52 cartas, divididas em 4 naipes: ouros,
> 1 copas, paus e espadas, sendo 13 cartas de cada naipe. Vocé pode
p(A): — ,O(A) = = mostrar essas cartas com o baralho. Assim, considerando o evento
10 5 de tirar carta de ouros, mostre na lousa:

n(E) = 52
n(A) = 13

Explique que também podemos expressar p(A) em

Atividades > | ~er

p(A) = 0,25 — p(A) = 25%.

\_ )

56. Lancando-se um dado ideal, qual a probabilidade de ser obtido um numero
menor que 4?

13 1
}—)p(A)=£=Z—>p(A)=O.25

plA) =2

57. Retira-se 1 carta ao acaso de um baralho de 52 cartas. Determine a probabilidade
de ser:

a) uma dama; b) uma dama ou um rei.

58. Qual a probabilidade de sorteio de 1 bola que nao seja branca em uma urna que
contém 6 bolas brancas, 2 azuis e 4 amarelas?

plA) = >



59. Em um aviao viajam 40 brasileiros, 20 japoneses, 8 americanos e 3 arabes.
Escolhendo ao acaso um passageiro, determine a probabilidade de ele:

a) ser arabe; C) ser japonés ou americano;
3 28
(=2 (€)= 22
b) nao ser arabe; d) ser argentino.
68 D)=o0
p(B) =8 p(D)

71

Observacao: Se p(A) € a probabilidade de A ocorrer, a probabilidade de A nao ocorrer
sera 1 - plA).

p(A) =1 - p(A), em que A: evento complementar de A.

60. Em uma urna ha 20 bolas, numeradas de 1 a 20. Retira-se 1 bola ao acaso.
Calcule a probabilidade de seu numero ser:

a) impar; b) multiplo de 3; c) divisivelpor2e 3. d)multiplode5e7.
A =L B)= 3 C=i p(D)=O
plA) = p(B) = = P(C) =

61. Um grupo de amigos organiza uma loteria cujos bilhetes sao formados por 4
algarismos distintos. Qual é a probabilidade de uma pessoa que possui os bilhetes 1.387
e 7.502 ser premiada, sendo que nenhum bilhete tem como algarismo inicial o zero?

1
A =
p( ) 2.268

62. Lancando-se 2 dados simultaneamente, qual a chance de ocorrerem numeros iguais?

plA) = —

63. Jogando-se 2 dados simultaneamente, qual a probabilidade de se obter um
numero par na soma das faces?

1

A) ==

p(A) =
64. Sao lancadas 3 moedas simultaneamente. Qual a chance de se obterem 3 caras?

1

A= =
plA) =5
65. Lancamos 2 dados: 1 azul e 1 vermelho. Sabendo que no azul apareceu o numero
3, calcule a probabilidade de obtermos a soma dos numeros maior ou igual a 7.

1

12



Regra da soma

Considerando dois eventos, A e B, de um mesmo
espaco amostral E, a probabilidade de ocorrer A ou B (A U

B) é dada por:
pA U B) =plA) + p(B) - p(A N B)
p(A U B): probabilidade de A ou B

p(A N B): probabilidade de A e B simultaneamente

Atividades resolvidas

R26. Em uma urna existem 10 bolas, numeradas de 1 a 10. Retira-se 1 bola ao acaso.
Determine a probabilidade de seu humero ser par ou maior que 4.

Resolucao

E=1{123.4.506,7.8 9 10l=n(E) =10

A=12,4,6,810l=n(A) =5

B=1{5.6,7,8910l=nB)=6

AnB=16,810l2n(AnB)=3

pA U B) =plA) + p(B) - p(A N B)

pPAUB=5 6 3 =2pAUuB)= 8
10 10 10 10

R27. Retira-se 1 carta ao acaso de um baralho
de 52 cartas. Determine a probabilidade de
ela ser de ouro ou ser um rei.

Resolucao
n(E) =52
evento A: ser de ouro = n(A) =13

evento B: serrei=nB)=4

| : >%
Professor

Como atividade extra, pergunte: considerando a mesma
situacao da atividade resolvida anterior, qual a probabili-
dade de a bola retirada ter um numero primo ou um nu-
mero maior que 87 A resolucao € a seguinte:

E=1{,2,3456.789 10l - n(E) =10
A=123571—-nlA) =4

B=19, 10l - nB) =2
ANB=J—->nANB)=0

4 2 6
A=—4+—-0 - pA) =—
2 10 10 - 10
Eventos mutuamente exclusivos
Eventos para os quais A N B = .
Nesse caso:

p(A U B) = p(A) + p(B)

4 1 4

evento A N B: serreide ouros=>nA N B)=1, p(A UB)=£+——— = —

52 b2 b2 13




66. Em uma escola de 1.200 alunos, 550 gostam apenas de rock, 230 apenas de
samba e 120 gostam de samba e de rock. Escolhendo-se um aluno ao acaso, qual a
probabilidade de ele gostar de samba ou de rock?

3

4

67. Em uma urna existem 10 bolas coloridas. As brancas estao numeradasdela6 e
as vermelhas, de 7 a 10. Retirando-se 1, qual a probabilidade de ela ser branca ou de
seu humero ser maior que 7?

9

10

68. Retira-se 1 carta ao acaso de um baralho de 52 cartas. Determine a probabilidade
de ela:

a) ser preta ou ser figura; b) nao ser figura ou ser um as.

8 1Y)
13 13

69. Uma caixa contém 1.000 bolas, numeradas de 1 a 1.000. Qual a probabilidade
de se tirar, ao acaso, uma bola contendo um numero par ou um numero de 2
algarismos?

109
200

70. Em um grupo, 50 pessoas pertencem ao clube A, 70 ao clube B, 30 ao clube

C, 20 pertencem aos clubes A e B, 22 aos clubes A e C, 18 aos clubesBe C e 10
pertencem aos trés clubes. Escolhida, ao acaso, 1 das pessoas presentes, calcule a
probabilidade de ela:

a) pertencer aos trés clubes; ) pertencer a dois clubes, pelo menos;
L 2
10 5

b) pertencer somente ao clube C;
O

d) ndo pertencer ao clube B.

3

10
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71. Em uma urna, temos bolas brancas, amarelas, vermelhas e pretas. O numero de
bolas amarelas € o dobro do humero de bolas brancas, e o de bolas vermelhas, o
triplo. Determine a probabilidade de ser retirada uma bola preta, sabendo-se que o
numero de pretas € o dobro do humero de amarelas.

2
5

72. Uma estacao meteorologica informa: “Hoje, a probabilidade de nao chover é de
55%, a probabilidade de fazer frio &€ de 35% e a probabilidade de chover ou fazer frio
é de 80%". Com esses dados, determine a probabilidade de:

a) chover;

45%

b) nao fazer frio;

65%

c) nao chover e nao fazer frio.

20%

73. Um homem tem em sua mao 4 cartas de espadas de um baralho comum de 52
cartas. Se ele receber mais 3 cartas, calcule a probabilidade de ao menos 1 das
cartas recebidas ser também de espadas.

=~47%

Regra do produto

Considerando dois eventos, A e B, de um mesmo espaco amostral, a probabilidade de
ocorrer A e B é dada por:

pPA N B)=p(A) - p(B/A)
p(A N B): probabilidade de ocorrer A e B simultaneamente

p (B/A). probabilidade de ocorrer B, tendo ocorrido A
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Eventos independentes

Dois eventos A e B sao independentes quando a probabilidade de ocorrer um deles
nao depende da ocorréncia do outro. Nesse caso, p(B/A) = p(B). Assim, para dois eventos

independentes, a regra do produto pode ser escrita:
pPA N B)=p(A) - p(B)

Atividades resolvidas

R28. Considere uma urna contendo 7 bolas, hnumeradas de 1 a 7. Calcule a probabilidade

de retirarmos a bola 1 e, em seguida, sem a reposicao desta, a bola 2.

Resolucao

1

=

Restando 6 bolas na urna, a probabilidade de ocorrer a bola 2 na segunda, tendo
1

5

Como devem ocorrer os dois eventos, temos:

A probabilidade de sair a bola 1 na primeira retirada € p(A) =
ocorrido a bola 1 na primeira, € p(B/A) =

1

p(A A B)=p(A) - p(B/A) = -

11
7 6

R29. Um lote de pecas para automoveis contem 60 pecas novas e 10 usadas. Escolhe-
se 1 peca ao acaso e, em seguida, sem reposicao da primeira, uma outra e retirada.
Determine a probabilidade de as 2 pecas serem usadas.

Al
\Y
Professor

Resolucao
n(E) =70 Como desafio extra, proponha a seguinte situagao: em uma
(E) 1 urna, temos 100 bolas, numeradas de 1 a 100. Sabe-se que
. . . n =70 _ 1 a bola sorteada e par. Nesse contexto, peca que calculem a
Primeira retirada {H(A) - 10 = p(A) - 7 probabilidade de ser um multiplo de 10. Apos um tempo para
- que resolvam, corrija com eles na lousa:
n(E) = 69 9 A: 0 numero é par — n(A) = 50
Segunda retirada {H(B) ~ 9 = p(B) = @ B: 0 niumero é multiplo de 10 — n(B) = 10
A N B: o numero e par e multiplo de 10 - n(A N B) = 10
1 9 3 Assim, a probabilidade de ser um multiplo de 10, sabendo
pAnB)= ~ 69 =>pAnNB)= 161 que a bola sorteada ¢ par, &:
10
(AN B) 1
pA/B) = GATE 100 L
p(A) 50 5
100

\_

'\
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Atividades

74. Em uma urna, ha 16 bolas, sendo 8 brancas, 4 azuis e 4 vermelhas. Retiram-se 2
bolas, uma apés a outra. Indique a probabilidade de:

a) serem ambas vermelhas.
1

20

b) 1 ser azul e 1 ser branca, independentemente da ordem.
2
15

75. Lancando-se 1 dado e 1 moeda, qual a probabilidade de obtencao de numero
maior que 2 no dado e cara ha moeda?

1
3

76. Jogando-se 4 dados, qual a probabilidade de se obterem 24 pontos na soma das
faces?

.
1296

77. Sabendo-se que, ao retirar 1 carta de um baralho de 52 cartas, ela era de copas,
qual a probabilidade de que ela seja menor que 3? (Considere o as com valor 1.)

2
13

78. Uma prova € composta de 50 testes de multipla escolha, cada um com 5
alternativas, sendo apenas 1 correta. Qual a probabilidade de que um aluno, apenas
“chutando”, acerte todas as questoes?

2



Resumo

Principio fundamental da contagem

Um evento £ € composto pelas etapas £, E,, .., E_, que podem ocorrerden, n,, ... n
maneiras distintas.

E=E-E .. -E |‘§
E=n-n,-.n Professor h

Encoraje os alunos a revisitarem o resumo sempre que

n

= precisarem, incentivando-os a anotar outros conceitos que
Fatorla'. considerem relevantes para um melhor entendimento.
Alem disso, sugira que utilizem o resumo como um auxilio
nt=nn-1Dn-2)..3-2-1ne N) durante a resolucio da bateria final de atividades que

vira a seguir. Isso permitira que os estudantes apliquem
de forma pratica o conteudo revisado e fortalecam sua
compreensao, ao mesmo tempo em que se tornam mais
auténomos na gestao do proprio aprendizado. Dessa

=2 = maneira, vocé estara proporcionando uma ferramenta
Perm Utagao sim pl-es valiosa que promove a retencao de conhecimento e a

habilidade de aplicacao em situacdes desafiadoras.

P=nn-D(n-2).1=n(neN) . preas ¢

- J

Convenciona-se que Ol=1e1l=1

P -n!

n

Permutacao com repeticao

n!
n'nin!.n!
1 2 3 I

RO DS 1)

172737k — *
P = .(nheNen,n,n,..n eN)

Combinacao simples

C =_n _  0<p<n
" plin - p)!
Numeros binomiais Igualdade de numeros
(n) ol e e Nz binomiais
p pln - p)
BIFle)= e
. - +ag=n
Binomiais v e
complementares Relacao de Stifel

R N W EHE
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Triangulo de Pascal

Ow o O OO

i

Propriedades do triangulo de Pascal

- Binomiais complementares ocupam posicoes equidistantes dos extremos de uma
linha;

- somando-se dois binomiais consecutivos de uma linha, obtem-se um numero que
se encontra na linha seguinte, abaixo do segundo binomial somado;

- a soma dos elementos de uma linha n € igual a
2'=S =2"

Binomio de Newton

(@+b)y= (”] a"be + (”] a™ibt + (”]
0 1 2

am=2bh? + . + (”) atbf + . + (”] alh’
R n

Termo geral do binomio de Newton

Thar= (Z]ankbk

Nocoes de probabilidades
Experimentos aleatorios sao aqueles que tém resultados imprevisiveis.

Espaco amostral (E) de um experimento aleatorio € o conjunto dos resultados
possiveis para aquele experimento.



Evento (A) € qualquer conjunto de resultados possiveis.

Probabilidade do evento A
PA) = numero de elementosde A _ n(A)
numerode elementosde £ n(E)

n(E)
ACE=>nA)<nlE)=0<plA) <1
p(A) =0 = A € evento impossivel
p(A) =1= A é evento certo
p(A): probabilidade de nao ocorrer A
pA) =1 - p(A)

Regra da soma

pPA U B) =p(A) + p(B) - p(A N B)

p(A U B): probabilidade de A ou B

p(A N B): probabilidade de A e B simultaneamente
Eventos mutuamente exclusivos:

ANB=3J = plAU B)=p(A) + p(B)

Regra do produto

PANB) =p(A) - p(B/A) &
P(B/A) = p{A N B) Professor

Pp(A)
E toe e At A sugestao para a utilizacao desta série de atividades finais € como uma
ventos Inaependentes avaliacao somativa. Essa avaliacao pode ser adaptada conforme sua

p(A A B) = ,O(A) -p(B) preferéncia, podendo ser realizada |nd|y|dualmente, em duplals ouem
pequenos grupos, de acordo com o metodo que melhor se alinha aos
objetivos de ensino e a dinamica da sua turma. Isso proporcionara aos
alunos uma oportunidade de demonstrar suas aprendizagens de maneira
colaborativa ou individual, garantindo uma avaliacao abrangente.

Avalie o que aprende

(EM13MAT310)

1. Um casal pretende ter 5 filhos. Quantas sao as possiveis sequéncias de menino ou
menina?

a) 8 d) 48
b) 16 e) 56

()32
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(EM1I3MAT310)

2. Uma moca tem 5 saias, 6 blusas e 4 pares de sapatos. De quantas maneiras distintas
ela pode se vestir usando 1 saia, 1 blusa e 1 par de sapatos?

(a)120 d) 30
b) 60 e)15
c) 45
(EM13MAT310)

3. Alanchonete “Coma Bem" oferece, na compra de 1 sanduiche, 1 refrigerante gratis.
Quantas sao as opcoes para um cliente se a lanchonete oferece 10 tipos de sanduiches
e 6 tipos de refrigerantes?

a)15 (d)60
b) 30 €120
c) 45

(EM13MAT310)

4.Com os algarismos O, 1, 3, 5, 6, 7 e 9, quantos sao os humeros de algarismos distintos
compreendidos entre 3.000 e 9.0007?

a) 120 d) 1280
(b)480 e) 5440

¢) 960

(EMI3MAT310)

5. De quantas maneiras diferentes 10 pessoas podem acomodar-se em um banco de
apenas 4 lugares?

a) 970 d) 3060
b) 1010 (€)5.040
¢) 2.760

(EM1I3MAT310)

6. Quantas mensagens de codigo podem ser enviadas, contendo 10 elementos, se cada
elemento ou € O (zero) ou € 1 (um)?

a) 574 d) 2.040
(b)1.024 e) 5.078

€) 1466

(EM13MAT310)

7. Quantos sao 0s numeros naturais de 4 algarismos que possuem pelo menos dois
algarismos iguais?

a) 1022 d) 6.728
b) 2.354 e) 8.088

(c)4.464



(EM1I3MAT310)

8. Usando o alfabeto de 26 letras, quantas palavras contendo 3 letras diferentes podem
ser formadas?

a) 4200

b) 6.300

¢) 8.400

d) 10500
(e)15.600

(EMI3MAT310)

9. Em um tabuleiro de xadrez 8 x 8, de quantos modos podemos colocar 8 pedes iguais,
de modo que nao haja dois pedes na mesma linha ou na mesma coluna?

(a)40.320
b) 35.180
c) 28.000
d) 17.850
€) 15.000
(EMI3MAT310)

10. Na primeira fileira de um teatro, ha 8 poltronas. De quantas maneiras podemos
acomodar 6 grandes fas de um ator que encenara uma peca nesse teatro?

(a)20160 d) 17.680
b) 19.900 e) 16550
c)18.760
(EMI3MAT310)

11. Um rapaz deseja fazer 5 tatuagens diferentes em seu corpo. Ele escolheu as costas,
0 braco e a perna para desenha-las. De quantas formas isso pode ser feito?

a) 30 ()60

b) 40 e) 70

c) 50

(EM13MAT311)

12. O numero da chapa de um carro € par. Qual a probabilidade de o algarismo das
unidades ser 27?

d)

L

1
9
el

Nk ol Wi

o
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(EM13MAT312)

13. No lancamento de 2 dados, qual a probabilidade de a soma dos pontos obtidos ser
maior que 77?

a) 1 S
2 12
b) 7 e 1
9 12
o5
9
(EM13MAT311)

14. Com os algarismos 2, 3, 4, 6 e 7 sao formados numeros de 3 algarismos distintos.
Escolhendo-se 1 deles, qual a probabilidade de esse humero ser par?

a) 1 d) 3
2 7
§ e) 5
5 7
c 4
5
(EM13MAT31D

15. De um grupo de 8 pessoas, das quais 4 sao morenas, 3 loiras e 1 ruiva, 1 pessoa é
escolhida ao acaso. Calcule a probabilidade de ela ser ruiva.

al a1
6
by 1
> (el
8
o1
4
(EM13MAT31D

16. Qual a probabilidade de ser impar o produto de dois numeros escolhidos dentre os
numeros naturais distintos de 1a 20?

(@) 9 d 7
38

20
b) 9 e) 5
20 16
o /7
38



(EM13MAT312)

17. Sabendo-se que a probabilidade de que um animal adquira certa enfermidade no
decurso de cada més e igual a 30%, calcule a probabilidade de que um animal somente
venha a contrair a doenca no terceiro més.

a) 17.5% d) 11.7%
(0)14.7% €) 10,0%

¢)13,5%

(EMI3MAT31D

18. Se num grupo de 15 homens e 5 mulheres sorteamos 3 pessoas para formarem uma
comissao, qual a probabilidade de que ela seja formada por 2 homens e 1 mulher?

a) 17 d) 30
35 76
b) 33 e) 25
35 76
@3
76
(EM13MAT312)

19. No lancamento de dois dados, qual a probabilidade de sair soma 7, sabendo-se que
ocorreu 2 no segundo dado?

a) 1 d 1
3 12
l e) L
6 15
ol
9
(EM13MAT312)

20. Numa escola de 300 alunos, 180 sao meninas e 30 exercem a funcao de
representante, sendo 10 meninas. Escolhendo ao acaso um desses alunos, qual € a
probabilidade de que, sendo menina, seja representante?

a) 1 1
12 18
b) 3 e 3

12 18
c)l
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Adobestock

apresentados neste capitulo? Observe a silhueta do préedio do Museu do Amanha na Praca
Maua, no Rio de Janeiro. Essas formas lembram alguma forma geometrica que vocé conhece do £+
estudo da Geometria?




A Geometria estuda o espaco e as formas, as posicoes e as medidas
dos corpos. E, sem duvida, o mais antigo ramo da Matematica, pois o es-
timulo para seu desenvolvimento vem das relacoes mais diretas que os
homens tém com o meio que o cerca, como, por exemplo, o dominio de
dimensoes fisicas, como distancias, areas e volumes, o desenvolvimento
de instrumentos e objetos uteis no dia a dia, as edificacdes em geral, a
representacao da natureza e a expressao artistica.

Vamos estudar a Geometria Espacial em duas etapas: Geometria de
Posicao e Geometria Métrica. Na primeira, estudaremos as relacoes en-
tre os elementos no espaco, e na segunda, os solidos geometricos e
suas medidas.

N Professor

Este capitulo sobre Geometria Espacial aborda os principais topicos de Geometria de Posicao e Geometria
Meétrica, destacando uma variedade de conceitos fundamentais e aplicados na Geometria Tridimensional.
Ele comeca explorando conceitos primitivos e estabelecendo postulados e teoremas que formam a base
do estudo. A analise das posic¢oes relativas de retas e planos, incluindo teoremas de paralelismo, € seguida
pela determinacao de planos no espaco tridimensional. O capitulo discute também posicoes relativas de
retas e planos, teoremas de paralelismo entre reta e plano, posicoes relativas de dois planos e teoremas
de paralelismo entre dois planos. A relacao de perpendicularismo € explorada, incluindo o teorema de
perpendicularismo entre reta e plano. A segunda metade do capitulo concentra-se na Geometria Métrica,
abordando prismas, piramides, cilindros, cones e esferas. Sao apresentados os calculos de areas e volumes
para cada um desses solidos geometricos. O capitulo conclui com uma analise de poliedros, incluindo a
relacao de Euler e a exploracao dos poliedros regulares, fornecendo uma compreensao abrangente da
Geometria Espacial.




~ AV

|
Professor
_Neste t()pico, 0s alunos serao

introduzidos aos fundamentos

da Geometria Tridimensional.
Comece destacando os conceitos
primitivos, como ponto, reta e

plano, que servem como blocos
de construcao para a analise
espacial. Em seguida, apresente os
postulados, que sao declaracoes
consideradas verdadeiras

sem necessidade de prova, e

(EMI3MAT307) demonstre como eles sustentam a
estrutura da Geometria.

- J/
Conceitos primitivos,

postulados e teoremas

A Geometria Espacial baseia-se em trés conceitos primitivos com os
@\quais certamente vocé ja teve contato: o ponto, a reta e o plano.

P
Professor e

Ao explorar teoremas, os alunos Ponto
compreenderao como argumentos logicos
podem ser usados para justificar afirmacoes
matematicas, levando a um entendimento
mais profundo das relagdes e propriedades
dos objetos geomeétricos. Fornecer exemplos
ilustrativos e estimular discussoes sobre
como os postulados e teoremas se aplicam a
situagoes do mundo real pode enriquecer a
compreensao dos alunos sobre esse alicerce
matematico crucial. a

\ / Reta Plano

Observe que os desenhos de retas e planos representam apenas
uma parte desses objetos. Os pontos sao usualmente representados por
letras maiusculas: A, B, C, ... P, Q, .., as retas, por letras minusculas: a, b, ¢, ...,
r. s, ... € os planos, por letras minusculas do alfabeto grego: a. B. v. ..

A partir dos conceitos primitivos e postulados sao formuladas as
defini¢coes, que caracterizam situacoes ou objetos especificos. Com base
nos conceitos primitivos, postulados e definicoes, que sao proposicoes
admitidas sem demonstracao, constroem-se proposicoes elaboradas, que
podem ser demonstradas. Essas proposicoes sao chamadas teoremas.

Postulados de existéncia

Postulado 1. Existem ponto, reta e plano.

Postulado 2. Em uma reta, bem como fora dela, existem infinitos pontos.




Aer

Ber; = A, Be Csao pontos colineares
Cer

Postulado 3. Em um plano, bem como fora dele, existem infinitos pontos.
Pe e Q

. *B
A

R

Aer

Ber; = A Be Csao pontos coplanares
Cer

Postulados de determinacao

Postulado 4. Dois pontos distintos determinam uma unica reta.

r

r=AB

Postulado 5. Trés pontos nao colineares determinam um unico plano.

Postulado de inclusao

Postulado 6. Uma reta que possui dois pontos distintos em um plano esta contida
nesse plano.

Aer

=r=AB C
Ber}
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Postulado de divisao

Postulado 7. Um ponto qualquer de uma reta divide-a em duas partes:

B

A

OA: semi-reta de origem O na direcao de A.

e

OB: semi-reta de origem O na direcao de B.

Postulado 8. Uma reta qualquer de um plano divide-o em duas partes:

r

1

)

o

ro,. semiplano de origem r
ra.,. semiplano de origem r

Postulado 9. Um plano qualquer divide o espaco em duas partes:

oe,: Semiespaco de origem o
oe,. semiespaco de origem .

Postulado de Euclides

Postulado 10. Por um ponto fora de uma reta existe uma Unica reta paralela a reta dada.
P

s

s // r(leia:s € paralelaar)
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Atividades resolvidas @p,ofessor D

Dentro da metodologia
deste material, as atividades

R1. Classifique como verdadeira ou falsa a afirmacao: trés resolvidas desempenham

~ . . um papel fundamental
pontos nao colineares sempre determinam um plano. como ferramentas auxiliares

no processo de ensino e
aprendizagem. Sugerimos

que vocé estimule os alunos a

Resolucao acompanharem atentamente
- . . . o detalhado passo a passo de
A aﬁrmagao e verdade[ra. E~nquan”to por dois pontos passa uma S i gy
unica reta, trés determinarao um unico plano. Basta que vocé os encoraje a replicar as
_ . . ~ : resolucoes em seus proprios
lembre-se de que precisamos, no minimo, de trés apoios para cadernos, Além disso, elos

sustentar um objeto equilibrado. podem explorar a criagao

de pequenas variacoes das

atividades ja solucionadas, o

que proporcionara um maior

A engajamento e compreensao
o C dos conceitos abordados.

@ Isso permitira que os alunos

apliquem os principios
aprendidos de forma pratica
e reforcem sua compreensao

R2. Classifique em verdadeira ou falsa a afirmacao: dois do conteudo estudado.
semiplanos de mesma origem sao sempre coplanares. o J

Resolucao

A afirmacao é falsa. Nem sempre dois semiplanos sao coplanares. Observe a figura:

Atividades

1. Classifique cada afirmacao a seguir como verdadeira ou falsa:

a) Uma reta tem dois pontos distintos.

verdadeira

b) Fora de uma reta, existem infinitos pontos.

verdadeira

¢) Trés pontos quaisquer sao sempre colineares.

falsa

139



140

d) Dois pontos quaisquer sao sempre colineares.

verdadeira

e) Fora de uma reta, existem pontos que sao colineares.

verdadeira

f) Trés pontos quaisquer sempre determinam um plano.

falsa

g) Por um ponto passam infinitas retas.

verdadeira

h) Por trés pontos nao alinhados passam trés planos diferentes.

falsa

1) Uma reta que tem um ponto comum com um plano esta contida nele.

falsa

J) Um ponto qualquer divide uma reta em duas semi-retas.

falsa

) Uma reta qualquer de um plano divide-o em dois semiplanos.

verdadeira

m) No espaco, existem infinitas retas.

verdadeira

2. Classifique, de acordo com a figura, cada sentenca como verdadeira ou falsa:

B+C Ag BC

a) Os pontos A, B, C determinam um plano o.

verdadeira

b) Areta AB esta contida no plano determinado por B, C e D.

verdadeira, se os quatro pontos forem coplanares; falsa, se o ponto A nao pertencer ao plano o. formado pelos

pontos B, C e D.




c) A reta BC nao esta contida no plano determinado por A, D e C.

falsa, se os quatro pontos forem coplanares; verdadeira, se o ponto B nao pertencer ao plano formado pelos

pontos A, D e C.

d) Qualquer reta que passe pelo ponto B esta contida no plano determinado por A, C e

D.

falsa

Posicoes relativas de duas retas

Duasretasnoespaco podem pertenceraummesmo plano.Nesse caso, sao chamadas
retas coplanares. Podem tambem nao estar no mesmo plano. Nessas condicoes, sao
denominadas retas reversas. As retas coplanares podem ser concorrentes ou paralelas,

enquanto as retas reversas podem ser ortogonais ou nao ortogonais. Vamos examinar

cada uma dessas situacoes.

Retas coplanares

Sao aquelas que estao contidas em um mesmo plano.

/\

rco
SCao

c> r. s coplanares

Duas retas coplanares r e s podem ser:

a) concorrentes: r e s tém um unico ponto comum.

r

S

rms={P}

[Cx
Professor

Neste topico, inicie explicando as
categorias fundamentais, como
retas paralelas, concorrentes (ou
intersecantes) e coincidentes,
destacando suas caracteristicas
distintivas. Utilize exemplos
visuais e praticos para ilustrar
cada posicao relativa e
discutiremos como determinar
angulos entre retas. Explore
casos mais complexos, como
retas obliquas e perpendiculares,
incentivando a aplicacao

desses conceitos em situacoes
do cotidiano e promovendo
discussdes em grupo para
reforcar a compreensao. Essa
abordagem proporcionara aos
alunos uma compreensao solida
das posicoes relativas de retas e
sua aplicabilidade na Geometria
Espacial.

\_

~

J

De acordo com o angulo que formam entre si, duas retas concorrentes podem ser:

- perpendiculares: r e s formam angulo reto.

H

o| s

r L s (leia: r € perpendicular a s)
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- obliquas: r e s nao sao perpendiculares.

0£0°e 6 -90°

b) paralelas: r e s ndo tém ponto comum, ou r e s sao coincidentes.

& [—/

sco = paralelas distintas

rms=<J

rco
scoa = paralelas coincidentes

rms=r==5

Convenciona-se que o angulo entre duas retas paralelas € de 0.

Retas reversas

Quaisquer duas retas que nao estao contidas em um mesmo plano sao denominadas
retas reversas.

b=AB  s=RS
Observe na figura que nao existe plano que contenha simultaneamente as retas b e s.

Duas retas reversas nao tém ponto comum.

S
/ — /
a e

ros=9

Chamamos angulo entre duas retas reversas o angulo formado por duas outras retas,
respectivamente paralelas a cada uma das retas reversas, tracadas por um ponto

qualquer.
// /l
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Quando esse angulo € 90¢°, as retas recebem o0 home de ortogonais.

r

(==

r,s reversas

r L s

s//s } = r e ortogonala s (r L s)

Atividades resolvidas

R3. Se dois planos distintos tém um ponto comum, entao eles tém uma reta comum

que passa pelo ponto. Classifique em verdadeira ou falsa essa afirmacao.

Resolucao

A afirmacao € verdadeira. Os planos a e B tém em comum a reta que passa por A.

R4. Verifique, por meio de figuras, que trés retas paralelas, duas a duas, ou estao no

mesmo plano ou determinam trés planos, dois a dois concorrentes.

Resolucao

Na primeira figura, r, s e t estao no mesmo plano e sao paralelas duas a duas.

Na segunda, cada par de paralelas esta num plano diferente e as retas x, y e z sao

intersecdes dos planos a.e B, o e ye B e v, respectivamente.
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Atividades

3. Classifique cada afirmacao a seguir como verdadeira ou falsa:

a) Duas retas reversas sao sempre distintas.

verdadeira

b) Duas retas que nao tém ponto comum sao paralelas.

falsa

¢) Duas retas que nao tém ponto comum sao reversas.

falsa

d) Duas retas distintas ou sao reversas, ou sao paralelas, ou sao concorrentes.

verdadeira

e) Duas retas de um mesmo plano sao paralelas ou concorrentes.

verdadeira

f) Duas retas que tém um ponto comum sao concorrentes.

verdadeira

4. Neste cubo, localize trés pares de retas:

a) concorrentes;

concorrentes: ABe BC, AD e DC;, EF e FB

b) paralelas;

paralelas: AB e E? AD e EE; FG e EH

C) reversas.

reversas: AE e CD; BF e CD; EH e CG
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5. Classifique como verdadeira ou falsa cada afirmacao a seguir:

a) Se dois planos tém uma reta comum, eles tém um ponto comum.

verdadeira

b) Dois planos distintos podem ter em comum apenas trés pontos nao colineares.

falsa

¢) Dois planos podem ter um unico ponto comum.

falsa

6. Verifique, por meio de uma figura, que trés retas concorrentes duas a duas e que
nao passam por um mesmo ponto estdo em um mesmo plano.

A/s

Conforme a descricao, temos: t

7. Na piramide a seguir, considere as retas que ficam determinadas por dois de seus
vértices, A, B, C, D. Determine quantos e quais sao os pares de retas reversas.

D

— e e e

S3a0 reversos os pares de retas formados R: e @ AB e CD, BC e AD.

Determinacao de planos

Existem quatro maneiras para se determinar um plano:
A primeira € o postulado que ja enunciamos.

- Trés pontos nao colineares:

OS5

Ae °B

a=(A B, P)
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A segunda maneira € um teorema que pode ser demonstrado.
- Uma reta r e um ponto P fora dela:
Aer

Ber! = A Be Pnao colineares.
Per

o=(P)
A terceira maneira também & um teorema que pode ser demonstrado.
- Duas retas r e s concorrentes:

A=rns

Ber,Bes; = A, B e Pnao colineares
Pes Pe¢r

s
P
r

a A B

o=I(r,s)
A quarta maneira tambem e um teorema que pode ser demonstrado.
- Duas retas r e s paralelas distintas:
Pe s Pegr

Aer, Ags
Ber,Bgs

= A, B e Pnao colineares

P s
r
a A B

a=I(r>5)

Atividades resolvidas

R5. Podemos dizer que duas retas concorrentes determinam quatro planos?

Resolucao

Nao, duas retas concorrentes determinam um unico plano.

r

<

o




R6. Quantos planos ficam determinados por quatro pontos nao coplanares?

Resolucao

Observe na figura que os quatro pontos nao coplanares determinam quatro planos.

0=(AB,C) B=(B,C.D y=ACD 0=(A B D

Atividades

8. Classifique cada sentenca a seguir como verdadeira ou falsa:

a) Duas retas quaisquer determinam um plano.

falsa

b) Uma reta e um ponto sempre determinam um plano.

falsa

¢) Trés pontos distintos determinam um plano.

falsa

d) Duas retas distintas e coplanares determinam um plano.

verdadeira

e) Trés retas paralelas quaisquer sao sempre coplanares.

falsa

f) Trés retas concorrentes quaisquer sao sempre coplanares.

falsa

g) Duas retas reversas determinam um plano.

falsa
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9. Quantos planos ficam determinados pelos vértices de um cubo?
D c

E E

Os vértices de um cubo determinam 20 planos.

Posicoes relativas de reta e plano

A posicao relativa entre uma reta e um plano determina trés situacoes possiveis,
dependendo do numero de pontos em comum: ou a reta esta contida no plano, ou &
concorrente ao plano, ou € paralela a ele. Vamos estudar cada caso.

Reta contida no plano
Uma reta esta contida em um plano se tiver dois pontos comuns com o plano:

A#B
AerAcoy orCoarno=r
Ber,Bea

[/

Reta concorrente ao plano

Uma reta e um plano sao concorrentes se tiverem um unico ponto comum:
| P|{Pl=rno < re o concorrentes
(3l: leia existe um unico)

O ponto P € o ponto de interseccao entre a reta e o plano.

r

Al o )
@‘% \
Professor )

Neste topico, inicie explicando as categorias fundamentais, como retas paralelas, concorrentes (ou
intersecantes) e coincidentes, destacando suas caracteristicas distintivas. Utilize exemplos visuais e
praticos para ilustrar cada posicao relativa e discutiremos como determinar angulos entre retas. Explore
casos mais complexos, como retas obliquas e perpendiculares, incentivando a aplicacao desses conceitos
em situacoes do cotidiano e promovendo discussdes em grupo para reforcar a compreensao. Essa
abordagem proporcionara aos alunos uma compreensao solida das posicoes relativas de retas e sua
aplicabilidade na Geometria Espacial.
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Reta paralela ao plano

Uma reta e um plano sao paralelos quando nao tém ponto comum.

Se uma reta r € paralela a um plano o, entao ela sera paralela ou reversa a qualquer
reta do plano, pois, para umaretas < o, temosrns=3J.

ay

rono=3<r /o

Teorema do paralelismo entre
reta e plano

Vamos utilizar o teorema do paralelismo entre uma reta e um plano, que € extremamente
importante no estudo da Geometria, para introduzirmos 0 méetodo de demonstracao de um
teorema. Inicialmente, lemos a proposicao do teorema e dela extraimos a hipotese, conjunto
de informacoes que utilizaremos para a demonstracao da tese.

Se uma reta nao esta contida em um plano e € paralela a uma reta do plano, entao
ela é paralela ao plano.

rea
Hipotese <sca Tese:r // o

!

r//s=3B=(r>s)

Demonstracao:

Sabemos querCfBeanfB=s.
Se ocorrer que r no.=1{Pl, teremos P e r e P € s, que contraria a hipotese r // s.
Logo.rnoa=9er// o

O reciproco desse teorema também pode ser demonstrado: se uma reta esta nao
contida em um plano e € paralela a ele, entao essa reta € paralela a uma reta desse plano.
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Atividades resolvidas

R7. Uma reta e um plano que tém um ponto comum sao concorrentes. Analise essa
afirmacao e classifique-a em verdadeira ou falsa.

Resolucao

A afirmacao é falsa. Se a reta estiver contida no plano, ela também tera um ponto
comum com o plano.

R8. Considere um plano o e um ponto P, tal que P ¢ «. E verdadeiro ou falso afirmarmos
que por P passam infinitas retas paralelas a o/?

Resolucao

A afirmacao € verdadeira, pois:

prS/
//\t//

o

oNnB=9
rcpBsCcptCp ..
PerPes Pet, ..

Atividades

10. Classifique cada sentenca a seguir como verdadeira ou falsa:

a) Uma reta e um plano paralelos nao tém ponto comum.

verdadeira

b) Uma reta que tem um ponto comum com um plano esta contida nele.

falsa




¢) Um plano e uma reta concorrentes tém um ponto comum.

verdadeira

d) Uma reta que esta contida em um plano tem um ponto comum com ele.

verdadeira

11. Considere duas retas r e s paralelas a um plano o e classifique cada sentenca
abaixo como verdadeira ou falsa:

a) r e s sao paralelas.

falsa

b) r e s podem ser reversas.

verdadeira

C) r e s sao concorrentes.

falsa

d) Pode existir uma reta contida em o que seja concorrente ar ou s.

falsa

e) Pode existir uma reta concorrente com o que seja paralela arou s.

falsa

12. Classifique como verdadeira ou falsa cada sentenca a seguir:

a) Se r € uma reta paralela a um plano o, qualquer plano B por r que cruza o. o faz
segundo uma reta s paralela ar.

verdadeira

b) Se r € uma reta nao contida num plano a € s, uma reta de o que € paralelaar, entao r
e o, sao paralelos.

verdadeira

c) Se r € uma reta paralela aum planooa e P e o, € se s € uma reta por P e paralela ar,
entao s esta contida em o.

verdadeira

d) Se r e s sao retas paralelas distintas e r cruza o plano a. entao s também cruza o.

verdadeira
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Posicoes relativas de dois planos

As posicoes relativas de dois planos definem trés categorias: planos coincidentes,
planos concorrentes e planos paralelos distintos, como veremos a seguir.

Planos coincidentes

Dois planos sao coincidentes se tiverem todos os pontos comuns.

o= anP=a=p

Planos concorrentes

Dois planos distintos sao concorrentes ou secantes se tiverem uma reta comum.

Alr/ anp=r< oefconcorrentes

Planos paralelos distintos

Dois planos distintos sao paralelos quando nao tiverem ponto comum.
anB=P=>a/p

@g
Professor

Inicie o topico reforcando a definicao de planos paralelos e suas propriedades. Explique que o teorema
estabelece que, se dois planos sao ambos paralelos a um terceiro plano, entao esses dois planos tambem
sao paralelos entre si. llustre essa relacao utilizando exemplos geomeétricos e figuras que evidenciem a
disposicao dos planos. Em seguida, demonstre a prova do teorema, destacando os conceitos de angulos
entre retas perpendiculares aos planos e o papel do terceiro plano em comum. Incentive os alunos a
trabalhar em problemas praticos e explorar situacées do cotidiano que envolvam a aplicacao do teorema.
Ao promover uma compreensao solida do teorema do paralelismo entre dois planos, vocé preparara os
alunos para aplicar esse conhecimento em contextos matematicos e praticos mais amplos.




Se dois planos distintos sao paralelos, entao qualquer reta de um deles € paralela ao
outro, e qualquer reta concorrente a um deles também € concorrente ao outro.

/ / 2
y é Y. \fé

rco anB =0
amB:@}®rﬂB rma={ﬂ}©rmBKm

Teorema do paralelismo entre
dois planos

Se um plano contém duas retas concorrentes, ambas paralelas a um outro plano,
entao esses planos sao paralelos.

Hipotese:rCa.sCarns=1{PLr/B.s/ B

Tese:a // B

Demonstracao:

Se a e B nao forem paralelos, entao:

t|t=anp

Comor // Bes // B teriamosr // tes // t oque e absurdo, pois contraria o
postulado de Euclides. Logo, a. // B.
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Atividades resolvidas

R9. E verdadeiro ou falso dizer que dois planos concorrentes tém um Unico ponto
comum? Justifique sua resposta.

Resolucao

A afirmativa é falsa, pois 0s planos concorrentes possuem uma reta comum e esta
possui infinitos pontos.

R10. Se dois planos distintos sao paralelos, entao toda reta paralela a um deles e
paralela ao outro. Essa afirmacao € verdadeira ou falsa? Justifique.

Resolucao

A afirmacao é falsa, pois a reta pode estar contida no outro plano.

=2

OMB SsonfB=9
oc//B

Seref entdtorna=432.

Logo. r // a.e rnao é paralela a 8.




Atividades

13. Classifique cada sentenca a seguir como verdadeira ou falsa:

a) Dois planos distintos que tém um ponto comum sao concorrentes.

verdadeira

b) Dois planos que tém uma reta comum sao concorrentes.

falsa

c) Dois planos distintos que tém uma reta comum sao concorrentes.

verdadeira

d) Dois planos que tém interseccao vazia sao paralelos.

verdadeira

e) Dois planos que tém um ponto comum sao concorrentes.

falsa

f) Dois planos coincidentes tém todos os pontos em comum.

f) verdadeira

g) Dois planos distintos que nao tém uma reta comum sao paralelos.

f) verdadeira

14. Classifique os pares de planos como paralelos distintos, coincidentes ou
concorrentes, de acordo com a figura:

aa=ABCeP=(EFH

paralelos distintos

b o =(A, B C)eB=(A C D)

coincidentes

Aa=W@D Hep=F GH

concorrentes
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da=(0D H Gep=(F C B)

concorrentes

eloa=(FAEBeB=ABF

coincidentes

a=H A E)eB=(A B C)

f) concorrentes

o

Professor

Inicie com uma introducao clara sobre o conceito de retas perpendiculares e sua
importancia na Geometria. Destaque a caracteristica fundamental de angulos retos
entre as retas e como isso influencia as propriedades geométricas e as relagcoes
espaciais. Utilize exemplos visuais e praticos para ilustrar a natureza perpendicular
das retas em diversos contextos, enfatizando sua aplicabilidade em situagdes reais.
Introduza as técnicas para identificar retas perpendiculares, como a analise de
inclinacoes e a verificagao de angulos adjacentes. Incentive os alunos a resolverem
problemas que envolvam o conceito de perpendicularismo, promovendo a conexao
entre a teoria e a pratica. Alem disso, explore casos de planos perpendiculares e a
aplicagcao do conceito em situacdes tridimensionais. Ao proporcionar uma abordagem
abrangente e contextualizada, vocé ajudara os alunos a compreenderem plenamente
o perpendicularismo e a aplica-lo com confianca em diversos cenarios geometricos.

J

15. Considere os planos a.=(A, B, C), B=(V, A, B), y=(V, B, C) e 6 =(V, A, C) de acordo

com a figura. Determine:

v

aanfP APy
AB VB
b)any dyno
BC ve

Perpendicularismo

Vamos estabelecer as condicoes de perpendicularismo entre reta e plano e entre

dois planos.

Reta e plano perpendiculares

Uma reta € perpendicular a um plano se for concorrente ao plano e perpendicular a
todas as retas do plano que passam pelo ponto de concorréncia:

r

rooa={P}
S#EL# .. #U#* ..
scatcao,..ucao,.
rlsr Lt..rLu,.

>rlo



Teorema do perpendicularismo
entre reta e plano

Se uma reta € perpendicular a duas retas concorrentes de um plano, entao ela é
perpendicular ao plano.

r

scotca
P r ls ol o
. rlt
a roo = {P}

Como consequéncia desse teorema, podemos concluir que, se uma reta é
perpendicular a um plano, ela sera perpendicular ou ortogonal a qualquer reta desse

plano.
\ e
{ scotca

rms = {Pl}
rnt =0

P Srlserlt

Perpendicularismo entre dois planos

Dois planos sao perpendiculares se um deles contiver uma reta perpendicular ao
outro.

tco
B } o lf
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Atividades resolvidas

R11. Uma reta perpendicular a um plano e reversa a todas as retas desse plano. Essa
afirmacao é verdadeira ou falsa? Justifique.

Resolucao

A afirmacao é falsa, pois a reta sera perpendicular a todas as retas do plano que passam
pelo ponto comum com o plano.

roo = {P}

rlo =rlserlt
sco,Pes

tco,P et

R12. Se dois planos sao perpendiculares a um terceiro, entao sao perpendiculares entre
si. Classifique em verdadeira ou falsa essa afirmacao.

Resolucao

A afirmacao é falsa, pois existe o caso em que os planos o e B nao sao perpendiculares
entre si, mas sao perpendiculares a .




Atividades

16. Classifique cada sentenca a seguir como verdadeira ou falsa:
a) Dois planos perpendiculares sao secantes.

verdadeira

b) Uma reta perpendicular a um plano € ortogonal a todas as retas desse plano.

falsa

¢) Dois planos secantes sao perpendiculares.

falsa

d) Uma reta perpendicular a um plano é perpendicular a todas as retas do plano.

falsa

e) Uma reta perpendicular a um plano € perpendicular a qualquer reta desse plano.

falsa

17. Classifique cada sentenca a seguir como verdadeira ou falsa, de acordo com a
figura abaixo:

H G
a) FB L o= (A, B, C) verdadeira £ ! .
0) 0= (A, B, O) L B=(F, G B verdadeira
C)HB Lo= (A, B, C) falsa ﬁ}ﬁ;f' ¢
A B

d) AD L GC verdadeira

e 0=(H E A LB=(F G B) falsa

18. Classifique como verdadeira ou falsa cada sentenca abaixo:

a) Se uma reta forma um angulo reto com duas retas concorrentes de um plano, entao
ela € perpendicular a este.

verdadeira

b) Se duas retas sao paralelas e uma delas é perpendicular a um plano, entao a outra
também é perpendicular a ele.

verdadeira

¢) Se duas retas sao perpendiculares a um plano, entao elas sao paralelas.

verdadeira

d) Se dois planos concorrentes sao perpendiculares a um terceiro, entao sua
interseccao é perpendicular a este ultimo.

verdadeira
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S AN
Geometria 7 A

metrica J

(EM13MAT309) (EM13MAT504) (EM13MAT506) Professor \

Ao abordar a Geometria Métrica,
é fundamental adotar uma
abordagem que una conceitos
teodricos a aplicacoes praticas

PrlsmaS tornando a mateéria significativa

e envolvente para os alunos,

; ; : conforme apresentado no livro.
Considere dois planos a e B paralelos, um poligono @ Utilize a5 figuras & exemplos

contido em a e uma reta r concorrente aos dois. visuais presentes nos topicos

para ilustrar esses conceitos

r de forma concreta. Aborde

posicoes relativas de retas,

planos e solidos tridimensionais,

B C mostrando como identificar

paralelismo, concorréncia e

A b perpendicularismo. Incentive os
alunos a resolverem problemas

de congruéncia e semelhanca

de figuras, utilizando técnicas

COMo razao e proporcao. Integre

atividades praticas que explorem

a medicao de areas, volumes

B e angulos, relacionando-os ao

mundo real. Contextualize a

Geometria Métrica em areas

como Arquitetura, Engenharia

e Design, demonstrando

sua relevancia no dia a dia.

Encoraje discussdoes em

grupo, analise de problemas

desafiadores e até a criacao

-
m

Chamamos de prisma o solido determinado pela reuniao de construgdes geométricas
: tradicionais e digitais. Ao adotar
de todos os segmentos paralelos a r, com extremidades no essa abordagem abrangente
oligono e no plano B. e pratica, vocé capacitara os
POlY o P B alunos a apreciar a Geometria
r Métrica como uma disciplina que

nao apenas fortalece habilidades
matematicas, mas tambem
B C oferece insights tangiveis sobre

o0 mundo geomeétrico ao nosso
s > redor.
,

m
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Em B fica determinado um poligono ', congruente a g. Os dois poligonos sao
denominados bases e seus lados, arestas das bases.

A distancia entre as bases recebe o home de altura do prisma e sera igual a uma aresta
lateral quando esta for perpendicular a base.

base
“iIIIIIIIIIi.'} I I
h h
_ ! [ N
| |
|
|
|
h
h

>
>

face
lateral

base

Classificacao

Alem de ser especificado pelo poligono da base, um prisma pode ser classificado como:

- reto: quando as arestas laterais sao perpendiculares as bases;

_____________

~
0 Sy
/
/
— [

prisma reto pentagonal

<

- obliquo: quando nao é reto;

prisma obliquo pentagonal

Um prisma € regular quando sua base € um poligono regular.

prisma reto hexagonal regular
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Nos prismas retos, as faces sempre sao retangulos.

B

prisma reto triangular prisma reto quadrangular prisma reto pentagonal

Paralelepipedos

Os prismas, cujas bases sao paralelogramos, denominam-se paralelepipedos.

d
’
,
’
,
’

Todo paralelepipedo reto cuja base € um retangulo chama-se paralelepipedo
retangulo ou reto-retangulo.

Podemos obter a diagonal D do paralelepipedo retangulo utilizando o teorema de Pitagoras.

AMNQ retangulo = d? =a? + ¢?
AQ'QN retangulo= D?=d? + b= (a?+c?) + b?
D=~Na* + b* + ¢?

Cubo

Cubo € todo paralelepipedo retangulo com seis faces quadradas. Portanto, todas as
arestas do cubo sao congruentes.

77
/L

SN




Vamos determinar as diagonais do cubo de aresta a:

e

B

a

a
d’=a’+a’°=> d?=2a°
D?=a®+df= D?=3a°
- diagonal da face: d = a2
- diagonal do cubo: D =a+/3

-l
| : >%Professor

Ao desenvolver o topico sobre areas e
volumes de prismas, € possivel conectar
0s conceitos tedricos com aplicagoes
praticas tangiveis. Comece destacando
as partes essenciais dos prismas e sua
presenca em objetos comuns, como
embalagens. Explique as formulas

de area lateral, area total e volume,
relacionando-as com cenarios reais, como
calculos de material para embalagens
ou construcao. Mostre como os prismas
sao usados para calcular capacidades

€ espacos internos, relacionando esses
calculos a situacoes de armazenamento
e preenchimento. Encoraje atividades
praticas, como modelagem e otimizacao
de embalagens, permitindo que os alunos
explorem e apliquem os conceitos em
contextos do mundo real, fortalecendo
a compreensao da relevancia desses
calculos geometricos.

Areas e volume do prisma

Calcula-se a area lateral de um prisma somando as areas das faces laterais. No caso de

um prisma regular, a area lateral (S)) e dada por:

S,=n-(area de um retangulo), em que n € o numero de arestas da base.

Observe, por exemplo, a area lateral de um prisma pentagonal regular:

(%}
o

area lateral
do prisma

/

oo oo o (8

/

S,=5 - (area de um retangulo)

Calcula-se a area total de um prisma somando a area lateral (S) com as areas das bases

(S,).

b

5=2-5,+S,
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Antes de estabelecermos a formula para o calculo do volume de um prisma, vamos
determinar o volume de um paralelepipedo retangulo.

Para obter seu volume, devemos observar que ele € proporcionala cada uma de suas
dimensoes. Isso quer dizer que se mantivermos, por exemplo, constantes o comprimento
a e a altura ¢, e se multiplicarmos a largura b por um numero natural n, o volume ficara
tambem multiplicado por n.

O volume total € 5 vezes maior que qualquer um dos paralelepipedos.

Esse fato pode ser generalizado para qualquer numero real e isso quer dizer que,
mantidas constantes duas dimensdes de um paralelepipedo retangulo, seu volume é
proporcionalaterceira dimensao. Logo, sendo a, b e c as dimensdes de um paralelepipedo
retangulo, temos:

V=a-b-c

Como o produto ab é a area da base, € costume dizer que o volume de um
paralelepipedo retangulo € o produto da area base pela altura.

V=S,-h
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Agora vamos enunciar um axioma que fundamenta o calculo do volume de solidos
em geral. Trata-se do Principio de Cavalieri: sao dados dois sélidos e um plano. Se todo
plano paralelo ao plano secciona os dois solidos segundo figuras de mesma area, entao
esses solidos tém mesmo volume.

A B

Para o calculo do volume de um prisma qualquer, aplicamos o principio de Cavalieri.

Dado um prisma qualquer, de area da base S, e altura h, sempre € possivel encontrar um
paralelepipedo retangulo de area da base S, e altura h.

o // B e volume do paralelepipedo =S, - h

Como as seccoes determinadas no prisma e no paralelepipedo por um plano B/~ o tém
a mesma area, os solidos tém o mesmo volume. Logo, o volume do prisma € igual ao
volume do paralelepipedo retangulo de mesma area da base S, e mesma altura h.

V=S, -h
E importante salientar que o volume do prisma depende exclusivamente da area da base

e da altura. Isso significa que um prisma reto e um obliquo que tenham mesma base e
mesma altura tém o mesmo volume.
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Atividades resolvidas

R13. Calcule a diagonal de um paralelepipedo retangulo de dimensdes 2 cm, 3cme 7 cm.

Resolucao

D2=224+d¢?
Como d? =32 + 72, temos:

D2=22+32+722>D=+62 cm

R14. Determine as diagonais de um cubo de arestaa=2 m.

Resolucao
da d>=2a°=>d’°=8
. : d=22m
o\ [° D? =32 = D2 = 12
______________ D=2J3m

R15. Determine a area lateral, a area da base, a area total e o volume de um cubo de

aresta a.
Resolucao
a S =4-a°
S
S =a !
b
I V=S, -h

V=a?-aV=a®
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R16. Um prisma reto hexagonal regular tem 5 cm de altura e a aresta da base mede 3

cm. Determine:

a) a area da base;
b) o volume;

C) a area lateral.

5cm

Resolucao
a) Area da base (hexagono regular):

S, =6 - (area do triangulo equilatero)

Area do triangulo equilatero = d f
3°V3 273
SbZG'T =S, = > cm?

b) Volume:

V=5 -ho V= 2793 ¢
2

V= —13?2\/5 cm?

c) Area lateral:
S,=6 - (area de um retangulo)
5,=6-3-525,=90cm?

base do
prisma

Atividades

19. Em um prisma triangular regular, a aresta da base e a altura medem 3 cm.

Determine o volume e a area lateral desse prisma.

2743

S, = 27cm?:V = 2 cm3
4

20. Calcule a diagonal de um paralelepipedo de dimensées 4 m,6 me 8 m.

D=2\/5m

21. Qual o volume de ar contido em uma sala de 5 m de largura, 4 m de profundidade

e pé-direito (altura) de 2,5 m?

V=50m?

22. Quanto mede a aresta de um cubo de 27 m?3?

a=3m
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23. Em um prisma triangular reto, a base € um triangulo retangulo isésceles de

hipotenusa igual a 32 cm. Determine a area lateral, a area da base, a area totale o
volume do prisma, sabendo que sua altura é 6 cm.

3V2cm

6 cm
a a

24. Calcule o volume desse soélido. As medidas estao indicadas em metros.

S (36 +18+2 )cmZ;Sb - 9eme:

2

Z=

S, = (45 +18v2 Jem?,V = 27 cm3;

—

V,=96 m?

25. Um prisma hexagonal regular tem 6 cm de altura e a aresta da base mede 4 cm.
Determine:

a) a area da base; b) o volume; C) a area lateral.

S = cm? - 3
b =3 v =13em S, =144 cm?

Piramides

Considere um poligono g contido em um plano o € um ponto V fora de o.




~

Professor
Chamamos de piramide o soélido determinado pela |  ao abordar o tépico.
reuniao de todos os segmentos com uma extremidade em |  recomendamos comecar com

, uma introducao clara sobre a
Ve outrano pollgono 2. definicao de piramides e suas

caracteristicas fundamentais,
como base, altura e vertice.
Utilize exemplos concretos
para ilustrar a presenca de
piramides em nossa vida
cotidiana, como piramides
alimentares ou estruturas
arquitetonicas. Explore a
formula para calcular a area
da base e a area lateral de
uma piramide, relacionando-
as a situacoes praticas, como
calcular a quantidade de
revestimento necessario

para cobrir uma estrutura em
formato de piramide. Introduza
o calculo do volume da
piramide, demonstrando como
i . o essa formula e derivada a partir
O poligono g € a base da piramide. Note que as faces |  dabase e da altura. Incentive

de uma piramide sao triangulos e que a distanciade Va g | ©salunosaresolverem
problemas do mundo real,

€ a altura h da piramide. como determinar a capacidade
de armazenamento de um
reservatorio com formato de
piramide. Aplique atividades
praticas, como a construcao de
modelos fisicos de piramides

e a manipulacao de suas
dimensoes para observar as
mudancas nas areas e volumes.
Essa abordagem permitira

que os alunos compreendam

e apliquem de maneira
significativa os calculos
geometricos relacionados as
areas e volumes de piramides.

- J

Classificacao

As piramides sao tambéem classificadas quanto ao numero de lados da base. Uma
piramide é reta quando as arestas laterais forem congruentes e é regular quando sua
base € um poligono regular, e a projecao do vertice V sobre o plano da base coincide
com o centro da base.

"4 "4 "4

o o
"
piramide regular piramide regular
triangular piramide regular quadrangular

hexagonal
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Tetraedro

Tetraedro € toda piramide de base triangular. Se as quatro faces forem
congruentes, teremos um tetraedro regular. No tetraedro regular, cada face € um
triangulo equilatero.

4

Apotema da piramide regular

Apotema de uma piramide regular € a altura de uma face lateral em relacao a aresta
dabase. Lembre-se que, se a piramide é regular, cada face lateral @ um triangulo isésceles.

p. apotema da piramide
m: apoétema da base
h: altura

M: ponto médio de PQ

O: centro da base

A partir do triangulo retangulo MOV, podemos obter uma importante relacao entre
0 apotema da piramide, o apotema da base e a altura da piramide.

P2 =m?+h?

Areas e volume da piramide

A area lateral de uma piramide € a soma das areas das faces laterais. Se a piramide
for reta e regular e sua base um poligono de n lados, a area lateral sera dada por:

S,=n - (area de um triangulo)
Observe, por exemplo, a area lateral de uma piramide pentagonal:

S,=5-(area de um triangulo)

area lateral
v ‘

¥




A area total sera dada por:
S5,=S5,+S,
O volume de uma piramide € a terca parte do volume de um prisma regular de mesma
base e mesma altura:
V= % 'S, -h
Observe na figura como o prisma triangular pode ser decomposto em trés piramides de

mesma base. Tome como referéncia os segmentos de comprimento d tracados em duas
faces do prisma.

<

Atividades resolvidas

R17. Uma piramide quadrangular regular tem 4 m de altura e a aresta da base mede
6 m. Calcule seu volume e as areas.

Resolucao
A Area de cada face: Area da base:
C B
| sf=6—é5:>sf=15 m? = g
,’c’,,{_h_ ______ ’_’_..__-- B Area lateral; - ]
o \m oM S,=4-1525, =60 m?
D & om A Dﬂ - FA
m:%@m:3m S,b:36m2
AVOM é retangulo = Area total
D PR=h+ MR = P =42+ 3 S5,=5,+§,
p=5m S,=96 m?
Volume da piramide:
V:% -Sb-h:>V=% 13642 V=48 m?
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R18. Uma piramide quadrangular tem 9 cm de altura, e a area da base € igual a 180 cm?.
Um plano o, paralelo a base, secciona a piramide a 3 cm do vértice, originando uma
nova piramide cuja base tem 20 cm? Qual o volume do tronco de piramide obtido?

9cm

tronco de
piramide

Resolucao
V.= Vp - V’p

V.

T

S .

b

_ 1
3
180-9 _ 20-
=3 3

V=520 cm?

26. Determine a area total e o volume de um tetraedro regular cuja aresta mede 2 m.

2v2
—m

S, = J3m2v =
3

27. Uma piramide regular triangular tem 5 cm de altura e o apotema da base mede
4 cm. Calcule o volume da piramide.

V = 804/3cm3

28. Uma piramide regular hexagonal tem 4 cm de altura e a aresta da base mede
2 cm. Determine:
a) a area da base;

S, = 6 - 6+/3cm?



b) a area lateral;

S, = 6+/19cm?
c) o volume.
V = 8y3cm3

29. Considere uma piramide quadrangular regular inscrita em um cubo de 2 cm de
aresta. Pede-se:

a) a area lateral da piramide;

S, = 45cm?
b) a area total da piramide;

S, = (4\/5 + 4)(:m2

¢) o volume da piramide;
V= écm3
3

d) a razao entre os volumes da piramide e do cubo;

v_1
V. 3
€) a razao entre as areas totais da piramide e do cubo.

V5 +1
6

30. Um prisma de base pentagonal tem 360 m* de volume. Qual o volume de uma
piramide com mesma base e mesma altura?

V=120 m?

31. Um prisma de base hexagonal tem 420 m? de volume. Qual o volume de uma
piramide de mesma base e de altura igual a metade da altura do prisma?

V=70m3

32. Uma piramide hexagonal tem 9./3 cm de altura, e a area da base é igual a

120 cm? Um plano o, paralelo a base, secciona a piramide a 2./3 cm do vértice,
originando uma nova piramide cuja base tem 18 cm?. Qual o volume do tronco de
piramide obtido?

vV, = J3em3
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Cilindros

Considere dois planos, a e B, paralelos, um circulo de centro O e raio R contido em
um deles, e uma reta r concorrente com os dois.

174

i
|

Chamamos de cilindro o sélido determinado pela reuniao de todos os segmentos
paralelos a r, com extremidades no circulo e no outro plano.

Qualquer segmento paralelo a r, com extremidades nas duas circunferéncias, &
chamado geratriz do cilindro, e 0 segmento com extremidades nos centros O e O' dos

circulos € denominado eixo do cilindro. A distancia entre os planos a.e B € a altura h do

cilindro.
Professor Professor )

Ao abordar o topico de cilindros, € h Destaque tambem o uso de cilindros
benefico enfatizar sua definicao e em areas como Engenharia e
caracteristicas, como bases circulares Arquitetura, explicando como sao
e altura, utilizando exemplos concretos, aplicados em estruturas como
como latas e rolos de papel. Relacione v tubulacoes e reservatorios. Incorporar
as formulas de area lateral, area total e atividades praticas, desafios de
volume com aplicagdes praticas, como otimizacao e modelos fisicos
calculos de materiais para fabricacao enriquecera a compreensao dos alunos
de objetos cilindricos e capacidade de sobre cilindros e sua relevancia no
armazenamento. mundo real.




Classificacao

Um cilindro é classificado segundo o angulo formado pela geratriz com os planos
das bases:

- reto: geratriz perpendicular as bases e igual a altura;
- obliquo: todo cilindro que nao é reto.

O cilindro reto € também chamado de cilindro de revolugao, pois pode ser obtido
pela rotacao de um retangulo em torno de um de seus lados.

Seccao meridiana do cilindro

Chamamos de seccao meridiana do cilindro a interseccao do cilindro com um plano
que contém seu eixo:

|

__________

Quando a altura de um cilindro reto € igual a 2R, a seccao meridiana € um quadrado
de lado 2R, e este cilindro € denominado cilindro equilatero.

__________
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Areas e volume do cilindro reto

A area de cada base do cilindro
reto depende do raio R e € dada por:

S, =nk?

Vamos calcular a area lateral:

S,=2nRhous$, =2nRg
A area total sera;
S,=S,+2S,

Como S, =nR?e S, =2nRg.
S,=2nRg + 2nR?

O principio de Cavalieri também
nos permite concluir que o volume
do cilindro reto € dado pelo produto

area lateral n

da area da base pela altura ou pela
geratriz:

V=mR?-houV=nR?-g

2nR

Atividades resolvidas

Em um cilindro reto de 6 m de altura, o raio da base mede 3 m. Determine sua area

lateral e seu volume.

S,=2nR-h=§5,=2n-3-6=5,=36rm?
S,=nR*f=S, =n-3F =S5, =9rm?
Logo, o volume sera:

V=S -h=V=9n 6= V=54tm?

Professor )
bomenta’rio na pagina 178. /
C
6m
o am N
~__ 2




R20. Qual o volume de um cilindro reto inscrito em um cubo de 8 cm de aresta?

~
Yommmmmmmmmm e el

\
'yl
1

N
e L

Resolucao
V=nR?-h
V=m-42.82V=128rcm?

Atividades

33. Calcule o volume e a area lateral de um cilindro equilatero, sabendo que o raio da
base mede 2 m.

S,=16mm?% V=161 m?

34. Em um cilindro reto, o raio da base mede 5 m e a geratriz, 2 m. Determine:

a) sua area lateral. b) seu volume.

S,= 201 m? V=501 m?

35. Encontre a relacao entre os volumes destes dois cilindros:

Y
N

NTES
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Professor

Comente que as aplicacoes das formulas de areas e volume do cilindro reto

sao variadas e encontram relevancia em diversos campos. Em Engenharia,

essas formulas sao usadas para projetar e dimensionar objetos cilindricos, como
tubulacdes, tanques de armazenamento e colunas de suporte. Na Arquitetura, a
compreensao das areas e volume do cilindro € essencial ao projetar estruturas
cilindricas, como pilares ou torres. Alem disso, nas industrias de embalagens e
fabricacao, o calculo das areas de superficie é crucial para determinar a quantidade
de material necessario para revestir ou fabricar objetos cilindricos, enquanto o
volume é essencial para calcular capacidades de armazenamento. Em campos
como Fisica e Engenharia de Fluidos, esses calculos sao usados em contextos
como a determinacao de vazao em tubulacoes cilindricas. Portanto, as formulas de
areas e volume do cilindro reto tém uma ampla gama de aplicacdes praticas que
abrangem desde a construcao e arquitetura até as industrias e a ciéncia.







178

36. Um cilindro reto tem volume V. Dobrando o raio da base e dividindo a geratriz por
2, obteremos um novo cilindro reto. Qual é o volume desse novo cilindro?

V = 2nR3g

37. Um cilindro reto de 7 cm de altura tem 637 cm? de volume. Calcule o raio da base.

R=3cm

38. Qual o volume de um cilindro reto inscrito em um cubo de 12 cm de aresta?

V=432ncm?

39. Determine o volume de um cilindro reto inscrito em um cubo de 96 m3 de volume.

V=24r m?

40. Qual o volume de um cilindro reto cuja geratriz € igual ao raio da base?

V=nR3

41. Determine o volume de um cilindro inscrito em um cubo cuja area total € 150 cm?2.
125m
v=""c
4

m-3

Cones

Considere um plano a. um circulo de centro O e raio R contido em a. € um ponto V
fora dele.
4

=y

Chamamos de cone circular o solido determinado pela reuniao de todos os segmentos
com uma extremidade em V e outra no circulo.




Todo segmento que passa por V e tem extremidade na circunferéncia da base &
denominado geratriz do cone, e 0 segmento que une o vértice V ao centro O da base €
chamado eixo do cone. A distancia de V ao plano o € a altura h do cone.

14

/&

Um cone é classificado segundo a inclinacao do eixo VO:

Classificacao

- reto: quando o eixo VO € perpendicular a base;

- obliquo: quando nao é reto.

Todo cone reto pode ser obtido pela rotacao de um triangulo retangulo em torno de
um de seus catetos. Por isso o cone reto também é chamado de cone de revolugao.
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Seccao meridiana do cone

Chamamos de seccao meridiana do cone a interseccao do cone com um plano que
contém seu eixo:

v

A B

Quando a geratriz de um cone reto € igual a 2R, a seccao meridiana € um triangulo
de lado 2R, e esse cone € denominado cone equilatero.

Areas e volume do cone reto

A area lateral de um cone reto é calculada a partir da area de um setor circular.
Vamos, portanto, determinar inicialmente a area S_ de um setor circular determinado por
um angulo central oo num circulo de raio r.

Paraisso, estabelecemosumaregradetréssimples, emqueréoraiodacircunferéncia
e ¢ o comprimento do arco correspondente ao angulo o

comprimento area
2nr nr?
! S

se

A partir dessa proporcionalidade, temos:



Quando planificamos a superficie lateral de um cone, obtemos um setor circular:

g

€=2mR

Chamando de R o raio da base e de g a geratriz do cone, temos:

s=tlos =229
S,=nRg

Como a area da base € S, = nR”, a area total sera:
S, =nR?+nRg

O principio de Cavalieri garante que o volume do cone corresponde a terca parte
do volume de um cilindro com a mesma altura e com o mesmo raio da base:

1l _Lire
V=3S,-houV=_mReh

Note que a relacao entre o volume do cone e o do cilindro € a mesma estabelecida
para a piramide e o prisma.

Atividades resolvidas

R21. Um cone reto tem 4 cm de altura e o raio da base mede 3 cm. Determine a area
lateral e o volume.

Resolucao

v AVOM retangulo
P=4+3¥g?=25>g=5cm

Area lateral:
S,=nR-g=S,=n-3-5=5,=15ncm?
Volume:

S,=n-3=9n

V=25, h®V=1 9142 V=12ncm:

w |+~
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R22. Determine o volume e a area lateral de um cone equilatero.

Resolucao

O cone equilatero tem como geratriz o diametro da base. Logo:

4R2=h?+ RP=>h?=3RP=>h=R3

Sb = TCRZ} o\ = nRZ.R.\/E o/ = n\/gRB

h=R\3 3
S =1nR-

¢ g =S =2nR?
g=2R !

Atividades

42. Calcule a area lateral e o volume de um cone equilatero, sabendo que o raio da

base mede 5 m.
S, = 50mm?V = 125V3T )3
3

43. Em um cone reto, o raio da base e a altura medem, respectivamente, 5cm e 12
cm. Determine:

a) sua area lateral.

S,=65rcm?

b) sua area total.

S,=90r cm?

c) seu volume.

V=100r cm?3

44, A base de um cone reto esta inscrita em um quadrado de 6 m de lado. Sabendo
que a geratriz do cone mede 5 m, calcule o volume e a area lateral do cone.

V=12rm?% S, =15r m?




45. Qual a geratriz de um cone equilatero cujo volume é iguala ©./3 cm??

g =23 zcm

46. Qual o volume de um cone circular reto inscrito em um cilindro de 4 m de altura e
raio da base igual a 3 m?

Y

4 cm

V=12t m?

47. Um plano o secciona um cone reto a 4 cm do vértice. Sabendo que a altura do
cone é de 16 cm e que o raio da base mede 4 cm, calcule o volume do tronco de
cone assim gerado.

V. =84ncm?

Esfera

Superficie esférica de centro O € o conjunto de pontos do espaco cuja distanciaa O &
iguala R.

superficie esférica

d,,=R

Esfera € o conjunto de pontos do espaco cuja distancia a O € igual ou menor que o raio R.

esfera

d, <R

oP—
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Area da superficie esférica e
volume da esfera

Professor
A area da superficie esférica de raio R € dada por: Comentario na pagina 186.
S, =4nke?

O volume da esfera de raio R também ¢é obtido como aplicacao do principio de
Cavalieri e € dado por:

_4 >
9—315,5\’

Seccao de uma esfera

OO’ é a distancia do plano a ao centro da esfera.

Qualquer plano o que secciona uma esfera de raio R determina como seccao plana
um circulo de raio R.

Sendo OO’'=d, temos:
RP=d?+(R')?

Quando o plano que secciona a esfera contiver um diametro, teremos d = O. Nesse
caso, o circulo determinado tera raio R e sera denominado circulo maximo.

circulo maximo

Atividades resolvidas

Calcule a area da superficie esférica e o volume de uma esfera de 3 cm de raio.

S, = 4TR° = S, =36n cm?

' V. = §ER3E>Ve:36n cm?




R24. Uma esfera de 5 cm de raio € seccionada a 3 cm do centro. Determine a area da
seccao plana obtida.

Resolucao

= Re=d2+ (R
52=32+(R?=>R =4cm
v Logo: S'=n - 422 S' = 161 cm?

Atividades

48. Calcule a area da superficie e o volume da esfera de 2 m de raio.
V = £ m3 s = 16mm?
e 14
3
49. Uma esfera de 8 cm de raio é seccionada a 5 cm do centro. Determine a area da

seccao plana obtida.

S’ =391 cm?

50. Determine a area da superficie e o volume de uma esfera cuja area de seccao de
circulo maximo é igual a 16wt cm?,

2567 om3

S =64ncm?V =
e e 3

51. Determine o volume de uma esfera inscrita em um cubo de 6 cm de aresta.

V_ =36rcm?

52. Calcule o volume de uma esfera circunscrita a um cubo de 4 cm de aresta.

v = 324/3 cm3

53. Qual o volume de uma esfera de superficie esférica igual a 1441 cm??

V_ =288rcm?

185



186

Professor

Ao abordar este topico, enfatize a relevancia das esferas em nosso mundo. Explique a formula da area
da superficie esférica, ressaltando o papel do raio e o conceito de area total. Relacione essa formula a
situacoes praticas, como o revestimento de esferas em projetos arquitetonicos. Em seguida, aborde a
formula do volume da esfera, discutindo como ela € derivada a partir do raio. Relacione o volume da
esfera a cenarios como esferas de armazenamento ou esferas de contencao em engenharia. Incentive
atividades praticas, como calcular areas e volumes para objetos esféricos do cotidiano. Ao adotar essa
abordagem, vocé permitira que os alunos compreendam a aplicacao desses calculos em situacoes
reais e percebam a importancia da geometria esféerica em diversas areas da vida.
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Poliedros

Poliedro € a reuniao de um numero finito de poligonos planos, chamados faces, em que:

- cada lado de um desses poligonos € também lado de um, e apenas um, outro
poligono.

- ainterseccao de duas faces quaisquer ou € um lado comum, um vértice ou € vazia.

Os elementos principais de um poliedro sao:

vértice

vértice v
vértice

aresta

aresta face

face
face aresta

B

Dizemos que um poliedro é convexo se qualquer reta (nao paralela a nenhuma de
suas faces) o corta em, no maximo, dois pontos. Caso contrario, dizemos que o poliedro
€ nao convexo, mas estes nao serao objeto de estudo.

poliedro convexo

Veja alguns exemplos de poliedros convexos:

Os poliedros convexos recebem denominagoes de acordo com seu numero de
faces, como, por exemplo:

- tetraedro tem 4 faces - dodecaedro tem 12 faces
- hexaedro tem 6 faces - icosaedro tem 20 faces

- octaedro tem 8 faces



Relacao de Euler

A relacao de Euler estabelece que para todo poliedro convexo com A arestas, V
vertices e F faces, vale a relacao:
V-A+F=2

Poliedros regulares

Um poliedro convexo € denominado poliedro regular quando todas as faces sao
poligonos regulares iguais e em todos os vertices concorrem o mesmao numero de arestas.

O cubo e o tetraedro a seguir sao poliedros regulares, pois atendem a essas caracteristicas.

tetraedro

Ja a piramide quadrangular a seguir ndo e poliedro regular porque as faces nao tém
0 mesmo numero de arestas, e o numero de arestas que converge para o vertice A
diferente do numero que converge para B.

piramide quadrangular

Existem somente cinco classes de poliedros regulares:

I35 06

tetraedro hexaedro dodecaedro icosaedro octaedro
Nome F \4 A
tetraedro 4 4 6
hexaedro 6 8 12
octaedro 8 6 12
dodecaedro 12 20 | 30
icosaedro 20 12 30
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Atividades resolvidas

R25. Verifique a relacao de Euler para um prisma triangular.

Resolucao

V=6,A=9F=5
Substituindo na relacao de Euler, temos:
V-A+F=6-9+5

V-A+F=2

R26. Qual o numero de arestas e o numero de vértices de um poliedro com 6 faces
quadrangulares e 4 faces triangulares?

Resolucao

Vamos inicialmente determinar o numero de arestas:
6 faces quadrangulares tém 24 arestas;

4 faces triangulares tém 12 arestas.

No total, teriamos 24+12 = 36 arestas. No entanto, cada aresta € contada duas vezes
pois sempre € comum a duas faces. Logo, o numero de arestas sera A =18.

Para determinar o numero de vertices, utilizamos a relacao de Euler:
A=18

F =10 (6 faces quadrangulares + 4 faces triangulares)
V-A+F=22V=18-10+2

V=10




Atividades

54. Em um poliedro convexo, o numero de vértices € 8 e o numero de arestas é 12.

Determine o numero de faces.

6

55. Calcule o numero de vértices de um poliedro convexo que tem 8 faces
triangulares.

6

56. Um poliedro convexo tem 8 faces quadrangulares e 2 hexagonais. Calcule o
numero de vértices.

14

57. Calcule a soma dos angulos das faces de um hexaedro regular. Lembre que a
soma dos angulos internos de um poligono é dada por S, = (n - 2) 180°.

2.160°

58. Calcule a soma dos angulos das faces de um octaedro regular.

1440°

59. Calcule a soma dos angulos das faces dos seguintes poliedros regulares:

a) tetraedro.

720"

b) dodecaedro.

6.480°

c) icosaedro.

3.600°
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Resumo

Postulados de existéncia

1. Existem ponto, reta e plano.

2. Em uma reta, bem como fora dela, existem infinitos pontos.
3. Em um plano, bem como fora dele, existem infinitos pontos.

Postulados de determinacao
4. Dois pontos distintos determinam uma reta.
5. Trés pontos nao colineares determinam um unico plano.

Postulado de inclusao

6. Uma reta que possui dois pontos distintos em um plano esta contida nesse plano.

Postulados de divisao

7.Um ponto qualquer de uma reta divide-a em duas partes.

8. Uma reta qualquer de um plano divide-o em dois semiplanos.
9. Um plano qualquer divide 0 espaco em dois semiespacos.

Postulado de Euclides

Por um ponto fora de uma reta existe uma unica reta paralela a esta reta.
P

s

Posicoes relativas de duas retas

Retas coplanares | i
perpendiculares Professor

Concorrentes : , .
obliquas Encoraje os alunos a revisitarem o resumo sempre que

distintas precisarem, incentivando-os a anotar outros conceitos que
o considerem relevantes para um melhor entendimento.

coincidentes Além disso, sugira que utilizem o resumo como um auxilio
durante a resolucao da bateria final de atividades que vira a

ortogonais seguir. Isso permitira que os estudantes apliquem de forma
Retas reversas {nﬁo grtogonais pratica o conteudo revisado e fortalegam sua E:ompreenséo,

a0 mesmo tempo em que se tornam mais autbnomos na

gestao do proprio aprendizado. Dessa maneira, vocé estara
proporcionando uma ferramenta valiosa que promove a
retencao de conhecimento e a habilidade de aplicacao em
situacoes desafiadoras.

Paralelas {




Posicoes relativas de reta e plano

Reta r e plano o

r contidanoplanoo < rNo = r
r concorrente aoplanoa & rNao = {P}

r paralelaaoplanoo & rNo =

Posicoes relativas de dois planos
Planos o e B
o e coincidentes < aNB =a =0

o e[ concorrentes < aNpB = r
o e 3 paralelos distintos & anN@B =Y

AERES Prisma Regular
Paralelepipedo retangulo : .
o P - ;
O,I° _________________________ P
/, d _______
M ) a N
1

N

5,=2-5,+5, P

V=a-b--c

Cubo |

d=av2
D=a3 =y
S,=6-a S,=n-S,__(n=numero de
V=as retangulares)
N\ S5,=5+2S,
V=S, -h
B

a

faces
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Piramides

Piramide regular

p2=m? + h?
S,=n-S,___(n=numero de faces
triangulares)

5,=5+S,
1
V=25,h

Cilindros

Cilindro reto

S, =mRe
S,=2nRg
S, = 2nR(g+R)

V =nR?h ou V = ntR?g
Cilindro equilatero

__________

Tetraedro regular

_q¥3
p=d7
Sface = az\/g
4
Stotal = CIZ \/§
Ve a2
12
Cones
Cone reto
S,= TR?
S,=nRg
S, =TR(G+R)



Esfera V = numero de vértices

A =numero de arestas

— 2
S, =4mR ]
F = numero de faces

— %mqﬂ V-A+F=2(relacao de Euler)

Poliedros regulares
4%

<2\
L

Ao J hexaedro octaedro

V‘ & .

@

4

tetraedro

Poliedros

Poliedros convexos

______

oy

4
§

Avalie o que aprendeu

(EM13MAT307)
Calcule a medida da diagonal, a area total e o volume de um paralelepipedo
retangulo de dimensdes 10, 6 e 2 cm. 4
a) D =3/65cm; St= V184 cm?; V = V120 cm? &Professor )
A sugestao para a utilizagao desta série de

atividades finais € como uma avaliacao somativa.
Essa avaliacao pode ser adaptada conforme

b) D =2\/£cm; Sf 184 cm?; V = 120 cm?

@ D -35cm; S, = V184 ¢cm?; V = 120 cm?® sua preferéncia, podendo ser realizada
individualmente, em duplas ou em pequenos
d) D =3 /35 cm;S =184 cm? V= J120 cms3 grupos, de acordo com o metodo que melhor se
t alinha aos objetivos de ensino e a dinamica da
_ Q. 2.\/ _ 3 sua turma. Isso proporcionara aos alunos uma
e) D -70cm; St 184 cm* V =120 cm oportunidade de demonstrar suas aprendizagens

de maneira colaborativa ou individual, garantindo
uma avaliacao abrangente.
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(EMI3MAT309)

2. Em um prisma triangular regular, a aresta da base mede 2+/2 cm. Sabe-se que a

medida da aresta lateral € o triplo da medida da aresta da base. Calcule a area lateral e
o volume do prisma.

a) S, =94cm*V = 126 cm3 d S, =72cm*V = 6vV2cm?

Sé = 72cm?; V = 126 cm? o) SZ = 36cm? V = 6/2cm?

o) Sé = 36cm?V = 126 cm?

(EM1I3MAT309)

3. Aaltura de um prisma hexagonal regular € 6+/3 m. Calcule o seu volume e a sua area
total, sabendo que a aresta da base mede 6 m.

a) V = g72m* S, = 676\5m’ d V=757 m* S = 3243
b) vV =757 m*S, = 567~/7 m? V =972m* S, = 32443 m?
¢V =g72m* S, = 75 m?

(EMI3MAT504)

4. Um prisma regular de base quadrada tem 1.372 m?® de volume. Sabe-se que sua
altura é o quadruplo da aresta da base. Calcule as areas lateral e total.

(a)s, = 784m*s = 882 d) s, = 600m?;S, = goom:
b)'S, =784m*S = goom? e) S, = 550m? S, = 670m?
c) S, =6oom* S = 882m?

(EM13MAT506)

5. Na figura, tem-se:

2cm

V. volume do prisma A

V. volume do prisma B

vV
A _

a1
V. 3

B

Nessas condicdes, calcule a medida x indicada na figura.

a) x = 22cm x=4J§cm
b) X = 44/5cm e) x = 8/3cm
o) x = 8J5cm



(EMI3MAT309)

6. Calcule o volume e as areas lateral e total de um cone circular reto de altura 12 m e
area da base igual a 25n m?,

(a)V=100r m* S, =65nm? S,=90nm? ) V=501 m* S, = 32,51 m? S, = 451 m?

b)V =100 m% S, =65m2 S, =90 m? e)V=25rm?3S, =15n m? S, = 22,5t m?
AV=nm?S =nm?S,=nm?
(EM13MAT307)

7. Obtenha a medida do raio da base de um cone reto cuja geratriz mede 4 cm e a area
totalé de 12 r cm?.

a)R=32cm dR=4cm
b) R=16 cm (e)R=2cm
C)R=8cm
(EM13MAT309)

8. Calcule a area e o volume de uma esfera de raio 4 cm.

137 1277

a) A=32tcm*V = 3 cm? c) A=64ncm?V = cm?
_ 2. _ 5677Y 3 -t Be _ 2567‘( 3
b)A_1247rcm,V_—3 cm A_64wcm.V_ . cm

(EMI3MAT309)

9. Calcule a area da seccao plana obtida em uma esfera de 6 cm de raio por um plano
distante 4 cm do centro.

a)S=5ncm? d) S=25ncm?

b) S=10n cm? e) S =30t cm?
(c)S =20mcm?

(EM13MAT309)

10. Uma esfera é seccionada por um plano a a 8 cm de seu centro. Encontre o volume
da esfera, sabendo que a seccao tem area de 36m cm?,

‘V 40007: OV = 1.0(;07( om?
2.ooo
b)V = Tem3 d V= 4'0;)% cm3
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O método da Geometria Analitica consiste, basicamente, em asso-
ciar numeros a pontos de um plano e equacdes a figuras geometricas,
criando assim uma poderosa ferramenta matematica, com aplicacoes
nas mais diversas areas do conhecimento, como em Economia e Admi-
nistracao, Arquitetura e Engenharia e outras atividades de planejamento.

N Professor

Neste capitulo, os alunos serao conduzidos atraves de uma exploracao progressiva de conceitos
fundamentais no plano cartesiano. O estudo comeca com a compreensao das coordenadas cartesianas
e a representacao de pontos no espaco. Dai, topicos como a "distancia entre dois pontos” e o "ponto
meédio” serdo explorados, fornecendo as bases para compreender as relacdes espaciais. A medida que
avancamos, os alunos se aprofundarao na analise de retas, abrangendo topicos como o “coeficiente
angular da reta’, "equacao fundamental da reta’, "equacao geral da reta’, "'equacao reduzida da reta’

e "'equacao segmentaria da reta’. Esses conceitos permitirao representar, compreender e calcular
propriedades geometricas das retas. Em seguida, serao examinadas as "posicoes relativas de duas retas”
e o "angulo entre duas retas’, proporcionando uma visao abrangente das relacdes angulares entre retas
no plano. A "distancia de ponto a reta” sera abordada, destacando como determinar efetivamente a
distancia entre pontos e retas. O estudo se estende a analise da circunferéncia, explorando elementos
e derivando a "equacao reduzida da circunferéncia” e a "equacao geral da circunferéncia’. Por fim, os
alunos serao introduzidos a "posicao de uma reta em relacao a uma circunferéncia’, consolidando sua
compreensao das interacoes entre retas e circunferéncias. Ao explorar esses topicos em sequéncia,

o capitulo visa aprofundar a compreensao dos alunos na Geometria Analitica, equipando-os com
ferramentas para analisar e representar relacoes espaciais de forma precisa e aplicavel.




~ A\
Estudo do 7 A

ponto

(EM13MAT301) (EM13MAT401) (EM1I3MAT501)

Podemos localizar um ponto P em um plano o utilizando um sistema
de eixos cartesianos.

y
) °P
0 X, X

- Ox € 0 eixo das abscissas.

- Oy é o eixo das ordenadas.

- xOy é o sistema cartesiano ortogonal.
- 0 (0, O) é a origem do sistema.

- X, € a abscissa do ponto P.

- ¥, € a ordenada do ponto P.

- (x,, y,) sdo as coordenadas do ponto P.

A posicao do ponto P no plano o € dada a partir de suas coordenadas:

y
yP 77777777777 op
A Ya }
®- - I
, l . :
Xy X, o D X, ‘X X
| A |
o 28] |
B |
E |
Yet-mmmmmmmmmmmm o - c
a
Pe1l*rQdex,>0ey,>0 | @
Ae22Qdex,<0ey, >0 Professor
e o= ~ E recomendavel comecar introduzindo os conceitos fundamentais
Be 3*Qdex,<0ey, <0 davel duzind fund
das coordenadas cartesianas e a representacao de pontos no
[o) plano. Explique como os eixos x e y formam um sistema de
Ce4 Qd < XC >0e yC <0 referéncia, onde cada ponto € identificado por um par ordenado

- (x. y). llustre visualmente como os pontos sao localizados no

D e Ox & yD =0 plgnlo, destacando a importancia da origem (0,0). L_Jtlllze exemplos
praticos para mostrar como os pontos podem ser interpretados

- e relacionados as situacoes do cotidiano. Isso fornecera uma

E e Oy = XE =0 base solida para a compreensao dos conceitos subsequentes na
Geometria Analitica e permitira que os alunos visualizem a relacao

entre pontos e coordenadas no espago cartesiano.




Observe a seguir que,
lo no plano cartesiano:

conhecendo as coordenadas de um ponto, podemos localiza-

a) para A2, 3), temos x, >0 ey, >0,
logo, A € 12 Qd.

b) para B(-2, 1), temos x, <O ey, > O;
logo. B e 22 Qd.

c) para C(-2, -2), temos x_,< O e y.< O,
logo, C e 32 Qd.

d) para D@3, -1),temos x, >0 ey, < O;
logo, D € 4° Qd.

\_

€S
Professor

Dentro da metodologia deste material, as atividades
resolvidas desempenham um papel fundamental
como ferramentas auxiliares no processo de ensino e
aprendizagem. Sugerimos que vocé estimule os alunos
a acompanharem atentamente o detalhado passo a
passo de cada resolucao, e, se possivel, 0s encoraje a
replicar as resolucdes em seus proprios cadernos. Alem
disso, eles podem explorar a criacao de pequenas
variacdes das atividades ja solucionadas, o que
proporcionara um maior engajamento e compreensao
dos conceitos abordados. Isso permitira que os alunos
apliquem os principios aprendidos de forma pratica e
reforcem sua compreensao do conteudo estudado.

Atividades resolvidas

R1. Determine o valor de k para que o ponto P(5, 2k — 3) pertenca a bissetriz dos

quadrantes impares:

Resolucao
y
Vol P
45° 3
}
o XP X

Um ponto P pertence a bissetriz dos quadrantes impares se e somente se y, =x,,

Logo., para P(5, 2k - 3), temos:
2R -3=5=k=4eentao P5,5)
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Atividades

1. Indique o quadrante a que pertence cada ponto:

a) A=3, -1) 3
d) |31

Ae 3°Qd
D e 4°Qd
1
0 5(-L.z) &) E(v70 - +2)
Be 2°Qd Ee 4°Qd
c) C(\/E\/E)
Ce 1°Qd

2. Localize, no sistema cartesiano ortogonal, os pontos:

a) A, 2) c) C(-2, 3) e) E(-3,-2) 9) G4, 2)
b) B(O, -3) d) D(3, O) f) F(-2,0) h) H(2, O)
y
O 3]
| A
| 2 06
F‘ / H | D
ERRE SRS SRS CRERNE SN NP RN
14
E® -~ -29J
-398B

3. Determine o valor de k para que os pontos pertencam a bissetriz dos quadrantes

impares:
a) P4k + 2, 6)

k=1

) IO, O)
) JO, -2)

b) P(3k + 1, 2k + 6)

k=5

C) P4k -1, 2k - 3)

2R=-2=k=-1




Distancia entre dois pontos

Dados os pontos Alx,, y,) e Blx,, y,). a distancia d,, entre eles € uma funcao das
coordenadas de A e B:

Nessa figura, temos:;
2
a dAC: |XB a XAl - (XB B XA)

- dBC: |y5 _yAl = ()/B - yA)Z
Para obter d, ,, aplicamos o teorema de Pitagoras ao triangulo ABC:

djs = djc +d;C = (xB —XA)2 +(yB —yA)2

Al
g = \/(XB - XV, -y, fgfk&Professor

Explique a formula da
distancia euclidiana entre
dois pontos em um plano
cartesiano. Mostre como

Atividades resolvidas | =i

a partir das coordenadas

importancia na medicao
de distancias reais. Utilize
exemplos concretos

R2. Calcule a distancia entre os pontos A(3, 4) e B(7, 7).

para calcular distancias

Resolucao entre pontos diversos,

7 entre locais em um mapa.

de resolucao de distancia
e, se possivel, proporcione
atividades praticas

permitira que os alunos
compreendam a utilidade
da formula de distancia e

dos pontos e destaque sua

y relacionando-os a situacoes
do dia a dia, como distancia

Incentive os alunos a aplicar
essa formula em problemas

envolvendo medicoes. Isso

sua aplicacao em contextos

d variados, fortalecendo sua
A compreensao da Geometria
J Analitica.
A \
dA

201



R3. Calcule o perimetro do triangulo de vertices A(l, 4), B(-1,1) e C(2, O).

Resolucao
Perimetro € a medida do contorno, entao:

perimetro do triangulo ABC=d,,+d, .+ d,.

_\/ (—1-17?
—\/2—1

ﬁﬁ%

dBc =J2 +1? +

perimetro = V13 + V17 + V10

Atividades

4. Determine a distancia entre os pontos a seguir:

a)A, 5)eB(-3,1) 1
c) R(—;l) e S5, -1)

d,. =+Ja1
AB L \/ﬁ
b) P(-4, 0) e Q(1, -5) RS~ 5
d,, = 5V2 d) T(0, -8) e (-7, 0)
dTV = {113

5. Calcule o perimetro do triangulo de vértices A, B e C em cada caso:
a) A3, 0), B(O, 4) e C(O, 0)

12

b) A(-6, -1), B4, 2) e C(3, -1)
V109 ++10 + 9




6. Mostre que o triangulo de vértices A(3, 1), B(8, 1) e C(3, 7) é retangulo. (Observacao:
todo triangulo retangulo verifica o teorema de Pitagoras: a hipotenusa ao quadrado
€ igual a soma dos quadrados dos catetos.)

Temos que:

A5
dye
dgc = \/(3_8)2 +(7_1)2 = V61

Portanto, o triangulo é retangulo.

7. Determine x para que o triangulo ABC seja retangulo em B:

a)A(7,8), B4, 4)e Clx, 7) c) A(l, x), B(3, 4) e C(O, 6)
x=0 x=1
b) A2, 3), B(-1, x) e C(-2, 3) d) Alx, 1), B(3, 3) e C(5, -1)
X =3z J§ x=-1

8. Dados Alx, 3), B(1, 5) e C(4, 2), obtenha x para que A esteja a mesma distanciade Be C.

xX=2

9. Determine as coordenadas do ponto P, pertencente ao eixo das abscissas,
sabendo que P equidista dos pontos A(1,5) e B(7, 1).

P2, 0)

10. Obtenha o ponto da bissetriz dos quadrantes impares que equidista dos pontos

p= (—E,—EJ
2 2

11. Obtenha o ponto da bissetriz dos quadrantes pares que equidista dos pontos
A(1, 6) e B(4, -8).

b (ﬁ,ﬁ}
34 34
12. Para qual valor de m o ponto P(5, m) dista 4 unidades do ponto Q(1, -2)?

m=-2
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Ponto médio

Dados os pontos Alx,, y,) e Blx,, y,). as coordenadas do ponto M(x, . y,). médio entre
A e B, serao dadas pelas semi-somas das coordenadas de A e B.

y

Ve

Yu

170 e

o X, X X X

O ponto M tera as seguintes coordenadas:

M XA+XB yA+yB
2 2

Atividades resolvidas

R4. Determine as coordenadas do ponto medio M de um segmento que tem
extremidades A(3, 5) e B(7, 9).

Resolucao
_ X, X _3+7 _
X, = A2 B E>XM_72>XM—5

+
Yy = yAZyB Ei>yM=5’2L_9Ei>yM=7

Logo, o ponto M & (5, 7).

R5. Dados os pontos A(6, 2), B(3, 5) e C(1, -3), calcule a medida da mediana AM do
triangulo ABC.
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Resolucao

Mediana € o segmento que liga um veértice ao ponto medio do lado oposto.
A

B C

M
Calculo do ponto médio de BC:

M(%%) > M2, 1)

Calculo da medida da mediana AM :

d,,=V2-67+10-2?7 =>d,, =17

Atividades

13. Obtenha as coordenadas do ponto médio do segmento AB nos seguintes casos:

a)AB, 1D eB(-3 5) 5 >
b) A(;G) e B(—g,l)

(22
M(0; 3) 22

14. Dados os pontos A(4, 2), B(6, -5) e C(10, -3), calcule a medida da mediana AM do
triangulo ABC.

2413

15. Dados os pontos A e B, determine as coordenadas dos pontos que dividem o
segmento AB em quatro partes iguais:

a) A8, 0) e B(4,12) b) A(16, -4) e B(18, 0)

33 35
M (17.-2); N(—--3j P(—-—lj
M(B, 6); N(7, 3): P(5, 9) 2 2

16. O baricentro de um triangulo é o par de coordenadas (4, 2), e dois de seus vértices
sao (1, 5) e (2, 8). Determine o terceiro vértice.

9, -7)
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Alinhamento de tres pontos

Trés pontos estao alinhados se sao colineares, isto €, se pertencem a uma mesma reta.

y

o

/]

Considerando os pontos Alx,, y,). Blx,, y,) e Clx., y.). dizemos que esses pontos

estao alinhados se e somente se:

Se D # 0, os pontos nao sao colineares e representam os vertices de um triangulo.

Atividades resolvidas

R6. Verifique se os pontos A2, 3), B(-1, O) e C(3, 4) sao colineares.

Resolucao

Basta que verifiquemos o valor do determinante;

0 -8 3 0 9 -4
D=9-4-8+32D=0

Como D=0, A, Be Csao colineares.

&
Professor

Explique que trés pontos estao alinhados
quando pertencem a mesma reta. Mostre
como verificar essa colinearidade usando
as coordenadas cartesianas dos pontos e

a formula de determinantes, destacando
que a area formada pelo triangulo formado
pelos pontos sera zero caso eles estejam
alinhados. Utilize exemplos ilustrativos para
demonstrar a aplicacao dessa técnica na
analise de pontos alinhados e como isso se
relaciona a representacao grafica no plano
cartesiano. Proporcione problemas praticos
que envolvam o alinhamento de trés pontos
para consolidar a compreensao dos alunos
e demonstrar a utilidade desse conceito na
Geometria Analitica.

/




R7. Mostre que os pontos A(l, 2), B(-1, 3) e C(0O, -2) sao vertices de um triangulo.

Resolucao

Basta que verifiquemos o valor do determinante:

1 2
D=| 41 3

o 2 2 3 0 2
D=3+2+2+2=>D=9

Como D # O, os pontos A, B e C nao estao alinhados. Logo, sao vertices de um triangulo.

Atividades

17. Verifique se estao alinhados os pontos A, B e C nos seguintes casos:

a) A3, 4), B(1, 2) e C(O, 3) c) A3, 7), B, 2) e C(O, O)
Nao estao alinhados. Estao alinhados.

b) A3, -1), B(-2, -6) e C(8, 4) d) A(-1,0), B(3,4) e C(O, 1)
Estao alinhados. Estao alinhados.

18. Determine o valor de x para que os pontos A, B e C sejam colineares:
a)Alx, 2), B3, 1) e C(-4, 2)

X=-4
b) A(-2, x), B(O, O) e C(3, 1)

2
X =-=

3

c) A(l, -4), B(-3, 5) e C(4x, 3)
19
36

d) A1 2), Blx, O) e C(3, 4)

X =-

x=-1

207



19. Determine para que valores de p existe o triangulo ABC em cada caso:

a) Alp, 2), B(3,5) e C(1, O)
pz2
5

b) A2, 1), B(3p, 4) e C(-1, 3)
pe-S

QAp-2-D.Bp-14eCR9)

p#2
d) A, 1, Blp+1,2) e C(O, 3)

p#-2

20. Calcule a area S do triangulo ABC de vértices A(-1, 4); B(0 ,5) e C(3, -3).
11
2

Estudo da reta

O estudo de uma reta do plano cartesiano pode ser realizado a partir do angulo a
que ela forma com o eixo das abscissas. Esse angulo, denominado inclinacao da reta, €

medido a partir do eixo Ox no sentido anti-horario.

{ i
& Professor )

Reforce a importancia da reta como uma das estruturas geométricas mais
basicas e frequentemente encontradas. Introduza o "coeficiente angular da
reta” como a inclinacao em relacdo ao eixo x, enfatizando a relacao entre esse
coeficiente e a inclinacao de diferentes retas. Depois, discuta as diferentes
formas de equacdes de reta, como a "equacao fundamental da reta’,
‘equacao geral da reta’, "'equacao reduzida da reta” e "equacao segmentaria
da reta’, mostrando como derivar e interpretar cada uma delas. Relacione
essas equacoes com situacoes praticas, como trajetorias e direcdes de
movimento. Aborde ‘posicdes relativas de duas retas” e o "angulo entre duas
retas’, introduzindo a ideia de paralelismo e perpendicularidade. Finalmente,
explique como determinar a "distancia de ponto a reta’, ilustrando como
essa medida pode ser aplicada em contextos como a Fisica e a Engenharia.
Proporcione exemplos praticos, estimulando os alunos a aplicarem os
conceitos aprendidos e a reconhecerem a importancia das retas na analise
geometrica e em diversas aplicagdes no mundo real.

- J




Coeficiente angular

Coeficiente angular m de uma reta nao perpendicular ao eixo Ox €ovalorda tangente
do angulo de inclinagcao dessa reta.

m=tg o

o/

AN

O valor do coeficiente angular m varia em funcao de a.

90°< < 180°=>m<0O

Observe, por exemplo, os coeficientes angulares das retas r e s nos graficos a
seguir;

y

P

< 9 \o

/

<0<90°>m>0

S

aim =tg45°=>m =1

y

45°

r

o=0=2m=0

o0=90°= Am

b)m =tg120°=-tg 60°=>m_= —J3

y

S

120°

209



210

O coeficiente angular de uma reta r nao vertical também pode ser obtido a partir
das coordenadas de dois de seus pontos. Dados Alx,, y,) e Blx,, y,). dois pontos distintos
pertencentes ar, temos:

_ _ BC
m =tgoetga= AC
Entao,

m, = yB_yAI
X —X
B A

Atividades resolvidas

R8. Qual o coeficiente angular da reta r determinada pelos pontos A(3, 4) e B(2, 5)?

Resolucao
m = Yo =Y,
"ox. —-x
B A
- 1
m=2"4om-Lom=-1
r 2_3 r _1 r

R9. Verifique se os pontos A3, 4), B(1, 2) e C(-2, -1) sao colineares.

Resolucao

Uma maneira de verificar se trés pontos A, B e C sao colineares € por meio do
coeficiente angular. Se ocorrer m, ,=m, ., entao A, B e C sao colineares.

Para os pontos A(3, 4), B(1, 2) e C(-2, -1), temos:

2-4_ =2 _
Myp= 1-3 -2 > M, =1
_1-2_2=3
BT 2-1 -3
Comom,,=m,. entac A, B e C sao colineares.

m E>mBC=1




Atividades

21. Determine o coeficiente angular da reta em cada caso:

a) vy c) v

= V3
3 3
b) v d
s
ull Ox u
\QBS“
(o] X o X
-1 O

22. Calcule o coeficiente angular do segmento AB em cada caso:

a) AR, 3) e B3, 4) d) A(-3, -4) e B(-2, -2)
1 2

b) A4, -1) e B(5,1) e) AL, 0)e B(O, 1)

2 -1

C)A@G, 2) e B4, 2) f) A(=2, 0) e B(O, O)

0 )

23. Determine o coeficiente angular do segmento indicado em cada caso:

a) y b) v

4 77777 I
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c) y d)

w
(=)
X

o
wv
x

-3

24. Dado o ponto A(4, 2), calcule as coordenadas do ponto B(2b + 1, 4b) de modo que
o coeficiente angular de AB seja -2.

B(@3.4)

25 Verifique se os pontos A, B e C dados a seguir sao colineares:
a) A0, 1), B(2,3)e C4,1)

Nao sao colineares.

b) A2, 3), B(O, 5) e C(3, -2)

Nao sao colineares.

C) A6, 4), B(3, 2) e C(-9, -6)

Sao colineares.

Equacao fundamental da reta

Podemos representar uma reta r do plano cartesiano por meio de uma equacao. Essa
equacao pode ser obtida a partir de um ponto Alx,, y,) e do coeficiente angular m dessa reta.

Considere uma reta r nao vertical, de coeficiente angular m, que passa pelo ponto
Alx,, y,). Vamos obter a equacao dessa reta, tomando um ponto generico Plx, y) tal que

P+A.
y

S Pxy)

SA(x, y,) m =tg o

m =tga




A equacao fundamental de r € dada por:

m=2"Ya

Sy -y, =mx-Xx,)
r X—XA y yA mr XA

Se a reta r for paralela ao eixo Oy, isto €, se nao existir coeficiente angular, entao

todos os pontos pertencentes a ela terao abscissas iguais.

Nesse caso, a equacao de r € dada por:

X = XA
y r
P(x y)
A X, ¥,)
-1
o X

Atividades resolvidas

R10. Obtenha a equacao fundamental da reta r, que forma

angulo oo de 45° com o eixo Ox e que passa pelo ponto A(l, 2).

Resolucao
m=tga=>m =tg45°=>m =1
y-y,=mk-x)=y-2=1x-1)

\_

_6\
Professor

Para enriquecer a compreensao
dos alunos, destaque aplicacoes
reais dessa equacao. Apresente
cenarios como trajetorias de
objetos em movimento, onde a
equacao fundamental da reta

€ usada para prever a posicao
futura com base na velocidade.
Na Engenharia, ilustre como
essa equacao € empregada

para determinar a inclinacao de
rampas ou declives, otimizando
a acessibilidade e a seguranca.
Explore ainda exemplos
arquitetonicos, como a inclinacao
de telhados em relacao a chuva
ou a determinacgao da angulacao
de escadas. Ao associar a
equacao fundamental da reta

a situacoes praticas e reais,

VOCé capacitara os alunos a
perceberem sua relevancia e a
aplicacao tangivel desse conceito
na resolucao de problemas do
mundo real.

J

R11. Obtenha a equacao fundamental e faca o grafico da reta s que passa pelos pontos

A4, 2) e B2, 6).

Resolucao

:yB_yA :6—2 E>m :—2

Xg =X, 2—4

m

S

y=-y,=mK-x)
y-2=-2-4)
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R12. Determine a equacao da reta r da figura a seguir, sabendo que € paralela a reta s.
y /
A/( 45°

/2 /0/ x

Resolucao

Como r//s, entao o = 45°.
m=tga>m=tg45°=>m=1

O ponto A(-2,0) e r.

Entdo, aequacaodaretaré y-0=1x+2)2y=x+2,

Atividades

26. Determine a equacao da reta r que passa pelo ponto A e tem inclinacao o

a)AR, 1) ea=30° c)A(-2, -3) e a.=135°
yo1=B (2

3 y+3=-1(x+2)
b) A(-4,1) e .= 45° d) A3, -2) e o =60°
y-l=x+4 y+2=+3(x-3)

27. Determine a equacao da reta r que passa por A e tem coeficiente angular m :
a)A4, 4)em =-1

y-4=-1(x-4)

b AR, -8)em = =
1 2
y+8==(x-2)
2

28. Determine a equacao da reta r que passa pelos pontos A e B:
a)A@B, 4 eB(-11) b) A(-2, -1) e B(5, -2)

y—4=§(x—3) y+1=—i(x+2)
4 7



29. Determine a equacao da reta que passa pelos pontos A e B:

y-2=-16x-1

Equacao geral da reta

Toda reta r do plano cartesiano pode ser expressa por uma equacao do tipo:

ax+by+c=0

em que:

- a, b e ¢ sa0 numeros reais.

- a e b nao sao simultaneamente nulos.

Podemos obter a equacao geral de uma reta r

conhecendo dois pontos nao coincidentes de r, Alx,, y,) e Blx,,

Y,). Paraisso, usa-se a condicao de alinhamento de A e B com
um ponto genérico Plx, y) der:

X y 1
Xo Yo 1| =0=ax+by+c=0
Xy 1

B (x, y,)
P(x, y)

A, y,)
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Atividades resolvidas

R13. Determine a equacao da reta r no grafico a seguir:
y

r

™

0 :1\ X

Resolucao
Conhecendo o grafico de uma reta r, podemos determinar sua equacao geral a partir

dos pontos em que r cruza os eixos Ox e Oy.

1
1] =0
1

H» O X
O W <

Resolvendo o determinante, vamos obter:
(N3x+4y-12=0

R14. Determine a equacao geral da reta cuja equacao fundamentaleéy - 2 =3(x - 5).

Resolucao
y-2=3Kk-5)
y-2=3x-153x-y-13=0

R15. Determine a interseccao das retas (N x+y -3 =0 e (s) 2x - y - 1= 0 representadas
na figura.
y

N




Resolucao

Obtem-se a interseccao Px, y) de duas retas r e s, resolvendo o sistema formado com
suas equacoes:

X+y—-3=0I(
2x—y—-1=0(D
(|)+<||):>3x—4=o:>x=§
Substituindo x = § em (|):>§+y—3=0c>y= g
; = .pl4 5
Logo, ainterseccaodereseP (3,3),

Casos particulares da equacao
geral da reta

Quando um dos coeficientes a, b ou ¢ for igual a zero, temos trés casos particulares
da equacao da reta:

- reta horizontal - reta vertical - reta que passa pela

a=0eb#0=2by+c=0 a#z0eb=0=ax+c=0 origem
az0eb#0ec=0

c L C —_—
y="p >/ ox x=-51//0y ax+by=0=(0.0er

y y y

o |n
S

Atividades

31. Determine a equacao da reta que passa pelos pontos:
a)AR2, 2) e B4, 3) b) M(1, -1) e N(-2, O)

x-2y+2=0 X+3y+2=0
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O R(=3.2) e S(-1, -1) e)M(0.0) e B (22)

3x+2y+5=0 x-3y=0

o33 oof>3)

27x+2by-86=0

32. Determine a equacao geral das retas-suporte dos lados do triangulo ABC, de
vértices A(-2, 0), B(4, 3) e C(2, -2).

ZE:—X+2)/—2=O
R:x+2y+2:o

—

BC 5x—-2y—-14=0

33. Determine, a partir dos graficos, as equacoes gerais das retas representadas:

a) y c) y

P t

4x+3y-12=0 y=3

b) y

X-2y+2=0
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34. Verifique se os pontos P(2, 1) e Q(1, 4) pertencem areta(r) 2x+y -5=0.

PerQer

35. Dada areta r de equacao 2x - y + 3= 0 e os pontos A(-1, 1), B(O, 3), C(2, 2), D(1, -3)
e E(-3, 4), verifique quais desses pontos pertencem aretar.

AerrBerCerDerEgr

36. Dados os graficos, determine, em cada caso, a equacao geral da reta:

a vy b) y c) y
5 ¢ Y
135°
120° 30°
0
0 \S > 0 X \ X
-2
N
f3x+y-5=0 V3x-3y=o0
X+y+2=0

37. Esboce o grafico das seguintes retas:
ay=-3 b)x=5 c)2x-y=3

y y y

N w

-3

38. Determine a area do triangulo definido pela origem e pelas interseccoes da reta

(2x+3y-6=0com 0s eixos Ox eOy.

3

39. Determine a interseccao dasretas (r) - 4x+2y+2=0e(s)2x-y-1=0.

As retas sao coincidentes.
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Equacao reduzida da reta

Vamos determinar a equacao da reta r que passa por Q(0, q) e tem coeficiente angular

m=tg o S
y-q=mx-0) EE >%Professor )

y-q=mx Comente que a simplicidade da equacao reduzida facilita a identificacao
y=mx+q das caracteristicas da reta e sua relacao com o sistema de coordenadas.
Ela é especialmente util para visualizar o comportamento da reta, sua
y r inclinacao e a posicao onde cruza o eixo y. Atraves da equacao reduzida,
/ 0s alunos podem rapidamente interpretar e analisar as propriedades
20,9 geometricas das retas, alem de relaciona-las a situacdes do mundo real,

como trajetorias, declives e variacdes em contextos diversos como Fisica,
Engenharia, Arquitetura e Economia. Isso torna a equacao reduzida da reta

o uma ferramenta poderosa para uma compreensao pratica e conceitual das
7/ 0 X relacdes lineares no plano cartesiano.

- J

Toda equacao na forma y = mx + q € chamada equacao reduzida da reta, em que m &

o coeficiente angular e g € a ordenada do ponto no qual a reta cruza o eixo Oj .Aequacao
reduzida pode ser obtida diretamente da equacao geralax + by + ¢ =O:

ax+by+c=0=by=-ax-c

Para b # O, temos:

a C
= —X — —
Y= b
. a
m=-y 2y=mx+q
__C
977

Atividades resolvidas

R16. Obtenha a equacao reduzida da reta r que passa por P(O, 5) e € paralela a bissetriz
dos quadrantes impares.

Resolucao

A equacao da bissetriz dos quadrantes impares € y =x. Logo. m =1 A equacao da retar
que passa por (O, b) e:

y=mx+q=y=x+5




Atividades

40. Obtenha a equacao reduzida de cada uma das retas a seguir:

a)2x-y+3=0

g oX+Log

3,2
y=—-—x+2

y=2x+3 3
b)6x+9y-1=0 dy-5=0
y:_éx_i_i

39 y=5

41. Obtenha a equacao reduzida da reta r que passa por P(1, -5) e é paralela a
bissetriz dos quadrantes pares.

y=-x-4

42. Obtenha a equacao reduzida de r nos seguintes casos:

a) r € paralela a bissetriz dos quadrantes pares e passa por PO, 3);

y=-x+3

b) r € paralela a reta 2x - y - 3=0 e passa por Q(O, -1).

y=2x-1

Equacao segmentaria da reta

Considere uma reta r que cruza os eixos cartesianos nos pontos (O, @) e (p, O).

y
N Q (0, q)

P (p,0)

o \ X

Vamos escrever a equacao da retar:

1
1 [=0=2gx+py-pq=0=qx+py=pq
1

T O X
O O <

Dividindo esta equacao por pg. obtemos a equacao segmentaria da reta: % + é =1
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Atividades resolvidas

R17. Determine a equacao segmentaria da reta r representada no grafico.

b

/5 0 X

Resolucao
Como r cruza os eixos em (=3, 0) e (O, 2), teremos a seguinte equacao:

R18. Escreva a equacao segmentariadaretax+2y-4=0

Resolucao
Vamos determinar a interseccao da reta x + 2y - 4 = 0 com 0s eixos coordenados:
Xx=020+2y-4=02y=2
y=02x+0-4=0=>x=4
X

X,y
2

Assim, temos a equacao segmentaria 4 =1

Atividades

43. Determine a equacao segmentaria das retas que passam pelos pontos A e B:

a)AG, 0), B(O, 1) b) A(-4, 0), B(O, 2)
i + l =1 i + X =1
3 1 -4 2




44, Escreva a equacao segmentaria de cada reta a seguir:

aex+y-3=0 b)3x-y-12=0
i_ﬁ.l:l i.'_L:l
3 3 4 -12
2

45, Obtenha a equacao segmentaria da reta representada em cada um dos graficos a
seguir:

a) b) y ) y
™
0 1 5 X
1/
0 AN X -4 0 x A3
X, Yy XY X, Y
4 3 -4 1 5 -3

Posicoes relativas de duas retas

Considere duas retas distintas do plano cartesiano:
(Nax+by+c =0
(s)Jax+by+c, =0

Podemos classifica-las como paralelas ou concorrentes.

Retas paralelas

As retas r e s tém o mesmo coeficiente angular.

o =0 &m=m,

o
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Assim, para r//s temos:

a1 _ az al _ 02 al bl O
M=M= =7 Tb b 7 a b |~
Retas concorrentes

As retas r e s tém coeficientes angulares diferentes.
0L SM#EM
r S r S

Assim, para r e s concorrentes, temos:

y
s\ r

Atividades resolvidas

R19. Determine a posicao relativa das retas (N 2x+ 3y -4=0e(s)3x+y-2=0.

Resolucao

A determinacao da posicao relativa é feita a partir dos coeficientes angulares:

a 2
mr=—g ‘:>mr=—§

a __3 _
mS:_E E>ms_—1 =m, =-3

Como m.#m,r € concorrente a s.
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Atividades

46. Dados os pontos A(1, 7), B(O, 5), C(3, 3), D(1, -1) e E(O, 7), determine a posicao
relativa das retas:

a) AB e CE

As retas sao concorrentes.

b)ReFC

As retas sao concorrentes.

C) AB e CD

As retas sao paralelas.

47. Discuta em funcao de m a posicao relativa das retas r e s dadas a seguir:

aN2mx+y-3=0e(8)bx+y+1=0

sem=3=r//ssem#3=r XS

P)(N3x-2y-8=0e(8)2x-my+3=0

sem:i:r//s;sem¢i3:>r><s

3

48. Dada a reta s de equacao x - 2y + 3 = O, obtenha r paralela a s, tal que:

a) r passe por P(-2, -1);

2y -x=0

b) r passe pela origem.

2y -x=0

49. Um dos lados de um paralelogramo esta sobre a reta (r)y = 2x - 1. Sabendo que os
veértices A(O, -1) e B(3, 5) estao sobre a reta r, determine a equacao do lado CD para
C(3, 0).

y=2x-6
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50. Um retangulo tem vértices A(2, 1), B(2, -1), C(-2, -1) e D(-2, 1).

y

D 1 A
-2 0 2 X
C -1 B

Determine as equacoes:
a) das retas-suporte dos lados.
E X =2

E:y:l
CB:y=-1
CD:x =2

b) da reta-suporte da diagonal AC.

E:x—zyzo

Retas perpendiculares

Duasretasresnao verticais sao perpendiculares se e somente se 0s seus coeficientes

angulares sao tais que m = -1
m

S

Defato:rlse o =0+ T
2

senoa = CoS «
! s r=2tga =-cotga
COS Ocr = —sen OLS r N

Como cotg o, = 1.
tgo
tgo= —_om = 1
tgor, m,
Entao:

1
rissm=-—
m

S

: 1
E. reciprocamente, sem =-—=r Ls.
r m

S

1
Logo.rlsem=-—.
room

S

y

NPZ




Atividades resolvidas

R20. Vamos verificar se asretas (N 3x -2y +6=0e(s) 2x+ 3y - 6 =0 sao
perpendiculares:

Resolucao
m=-9-3
b 2 l:{>mr mszi.(_g)__]_
m = —g = _E 2 3
s b 3
Portanto, r e s sao perpendiculares.

R21. Determine a equacao da reta s que passa pelo ponto P4, 3) e € perpendicular a
reta(n2x-3y+1=0.

Resolucao
(r)2x—3y+1:0c>mr=§
Slr=m=-—
S é S 2
3

Logo, como s passa por P4, 3):
y—3:—§<x—4>c>2y—6=—3x+12

() 3x+2y-18=0

Atividades

51. Em cada caso a seguir, verifique se as retas r e s sao perpendiculares:

aNx+y=leG)x-y=-7

Sao perpendiculares.

P)(N3x-y-7=0e(6)3x-y+1=0

Nao sao perpendiculares.
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52. Determine k para que areta (r) kx - 3y + 9 = O seja perpendicular a reta (s) 12x - 6y =1.

R=-3
2

53. Obtenha p para que (r) x - 2py + 7 = O seja perpendicular a (s) -2px -y +1=0.

As retas sao perpendiculares para qualquer valor real de p.

54. Determine a equacao da reta s que passa pelo ponto P e é perpendicular a reta r

nos seguintes casos:
aAP-2NeinNx-y+4=0

X+y+1=0 X-2y+6=0

b) PO, 3) e (N 2x+y -3=0

55. Obtenha a reta s perpendicular a (r) -x + y+ 3 = O e que passa pelo ponto A(-2, 1).

X+y+1=0

Angulo entre duas retas

Conhecendo os coeficientes angulares m e m_de duas retas r e s nao paralelas aos

eixos Ox e 07, podemos determinar o angulo 6 agudo formado entre elas:

m —m

1+m -m
s r

[e)

/

/.

Se uma das retas for vertical, teremos:
y r
e

tgb=

3 |

y r s o
[g >%Professor

Comente que o angulo entre duas retas
€ aplicado em varias disciplinas, como
Engenharia e Fisica, para entender a
relacao entre trajetorias de objetos em
movimento, como dois veiculos em
uma pista, ou o angulo entre uma forca
aplicada e uma superficie inclinada. Em
Arquitetura, o angulo entre paredes

e tetos pode influenciar o design e a
estabilidade de estruturas. Alem disso,
na Computacao Grafica, o calculo

do angulo entre retas € essencial

para criar efeitos visuais realistas em
representacoes digitais de objetos
tridimensionais. Ao ensinar o angulo
entre duas retas, vocé possibilita que
0s alunos explorem sua aplicacao em
contextos reais e compreendam como
essa nocao geometrica é valiosa em
diversas areas do conhecimento.

~

J




Atividades resolvidas

R22. Vamos determinar o angulo formado entre as retas () 6x - 2y +6=0 e (s) 4x+ 2y - 10=0.

Resolucao ,
(Néx-2y+6=0m =3 s
(8)4x+2y-10=0=>m_=-2 5
tgo=|" " | otge=|_2-3

1+m_-m 1+(_2).3 3

tg9 =120 =45°

%\

y

Resolucao

Chamando de r a reta que passa por A e B e de s a reta que passa por B e C, temos:

(r)—x+2y—4:OE>mr:l

S)2x-y-4=0=>m_=2

S}

,_1

tg 0= 2 |otge=3-075
L+ >2 4

Da tabela trigonometrica, obtemos 6 = 37°.
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Atividades

56. Determine a medida do angulo formado pelos pares de retas a seguir:
a)(N2x-4y+1=0e(s)3x+9y+7=0

6=45°
P)(Wbx-y+8=0eW)bx-2y+3=0

0=7°

57. Calcule a medida do angulo 6 = ABC para A(1, 4), B(3,3) e C(-1, O).

0~ 42°

58. Determine o angulo formado pelas retas PQ e RS para P(1, 1), Q(4, 2), R(-1, -3) e
S(2, 0).

6=27°

Distancia de ponto a reta

Considere umaretar, de equacao ax + by + ¢ =0, e um ponto P(x,, y,) hao pertencente
ar. Pode-se demonstrar que a distancia entre P e r (d,,) € dada por.

ax, +by +c

d =
Na? + b?

Pr
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Atividades resolvidas

R24. Calcule a distancia entre o ponto P(3,4) e areta (N 3x+2y - 6=0.

Resolucao

r P (3,4)

fra)

(r)3x+2y-6=0

) 2\ é * 9= Jora iz 13
Portanto, dp,z 3,05.

3-3+2~4—6’ 1 11v13

R25. Calcule a distancia entre as retas paralelas:
(N5x-3y+15=0e(s)b5x-3y-15=0.

Resolucao

A partir da formula da distancia entre um ponto e uma reta, podemos determinar a

distancia entre duas retas paralelas de equacdes conhecidas. Para isso, basta obter um
ponto em uma delas e calcular a distancia desse ponto a outra reta. Atribuimos um valor
arbitrario a x e obtemos o valor correspondente de y:

x=0=25.-0-3y+15=0
y=52 P(0, 5)

Para encontrar a distancia de P a s, utilizamos a
formula da distancia de ponto a reta:

{P(o, 5)

(s)sx -3y -15=0

5-0-35-15
V25 +9

_ 30v34 _ 15V34
34 17

d

.

Como /34 = 5,83, teremos a distancia entreres:
d_=5]14

rs
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Atividades

59. Calcule a distancia entre o ponto P e a reta r em cada um dos casos a seguir:
a PR, 4)e(N3x-4y+1=0

d,=0
AP-2,3enN2x-y=0
g -5

d) P(-2,-B) e (n 8x+6y-10=0

d,=56

60. Calcule a medida da altura h, relativa ao lado AC, do tridangulo ABC que tem
vértices A(3, 2), B(1, -5) e C(-2, -4).

23461
61

h =

61. Determine a distancia entre cada par de retas paralelas a seguir:

alN-x-y+2=0eG)x+y-1=0

b)(t)2x+y-7=0e W 4x+2y+3=0
1745

10

dy, =
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Estudo da
circunferencia

Denominamos circunferéncia o conjunto de pontos de um plano o que equidistam

de um ponto C de .
C=Peal|PC=rl

¢ r: raio

C: centro

Al

Equacao reduzida da
circunferéncia

Considere um ponto C(a, b) em um plano cartesiano e
um numero real r > 0. Qualquer ponto Plx, y) que pertencer a
circunferéncia C devera satisfazer esta condicao:

PC=r
y
P(x,y)
b ,,,,,
c
(o] a X

Usando a formula da distancia entre dois pontos, temos:

dype=r=Jyx-ar? +y-b? =r
X -ar+(y-br=r

Professor

Comente que o estudo sobre

a circunferéncia e de suma
importancia na Matematica

e em varias areas aplicadas,
devido a sua presenca
frequente e a riqueza de suas
aplicagoes. A circunferéncia

€ uma figura geométrica
fundamental que nao apenas
intriga com sua simplicidade,
mas também oferece insights
valiosos em Geometria
Analitica, Trigonometria, Fisica,
Engenharia e outras disciplinas.
O entendimento das equacoes
que descrevem a circunferéncia
permite analisar padroes de
movimento circular, calcular
distancias e areas, alem de
auxiliar na criagao de graficos

e representacoes visuais. No
contexto da Matematica, a
circunferéncia € um elo crucial
para compreender conceitos
mais avancados, como areas de
setores e segmentos circulares,
bem como aplicacdes em
calculos de probabilidade.

Nas ciéncias aplicadas, a
circunferéncia desempenha
um papel vital, desde o projeto
de rodas em Engenharia ate

o estudo de movimentos
planetarios e eletromagnetismo
na Fisica. Ao ensinar sobre a
circunferéncia, vocé proporciona
aos alunos uma base solida
para explorar os principios
matematicos subjacentes e
aplicacoes praticas em uma
ampla gama de campos.
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Essa equacao é chamada equacao reduzida da circunferéncia, de centro Cla, b) e raio r.

Toda circunferéncia cuja equacao é do tipo x2 + y? = r? tem centro na origem e raio r.

y

r

Atividades resolvidas

R26. Escreva a equacao reduzida de cada uma das circunferéncias a seguir, que
obtemos conhecendo o centro Ce oraior.

a)C2 3er=4
b)C(-2,-3)er=1

Resolucao
a)lx-aP+(y-br=r
x-2°+(y-32=16

b) (x — (=2))2 + (y - (-3)2 =12
xX+22+(y+3)2=1

R27. Determine o centro e o raio da circunferéncia de equacao (x — 4)? + (y - 3)2=16.

Resolucao

Comparando (x - 4)? + (y - 3> =16 com (x - a)? + (y — b)? =r?, temos:

a=4
b=3 =C4,3er=4
r’ =16




R28. Em que pontos a circunferéncia de equacao (x + 1)? + (y - 3)> =1 cruza o eixo o‘T,?

Resolucao

A circunferéncia cruza o eixo a nos pontos de abscissa x = 0. Assim:
x=021+({y-3P2=1=(y-3P=0=>y=3

Logo, o ponto € (O, 3).

Atividades

62. Escreva a equacao da circunferéncia de centro C(a, b) e raio r em cada um dos
casos a seguir:

a)C-4,Der=4 b)C(-2,-1)er=3

X+42+(y-12=16 X+22+(y+1?=9

63. Determine o centro e o raio das circunferéncias de equacoes:

alx-32+(-12=9 C(-2,5)r=5
@ ir=3 A+12+(y+1?=8
b) x+2)2+(y-532=25 C(-1-1)r = 2v2

64. Dados os pontos A(2, 0), B(-1, 1), C(3, -4) e D(4, 0), verifique quais estao na
circunferéncia C de equacao (x + 1) + (y + 4)2 = 25.

AeCBeCCegCDgC

65. Dados os pontos A(1, 2), B(4, -1) e M(3, V6), quais pertencem a circunferéncia de
centro C(O, -1) e raio igual a 4?

Ag CCBe CCM¢ C

66. Em que pontos a circunferéncia de equacao (x + 1)2 + (y - 3)2=2 cruza o eixo 07?

(0,4)e(0,2)
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67. Determine os pontos em que a circunferéncia de equacao (x - 4)> +(y - 1)2=5

cruza o eixo Ox.

(6,0)e (2, 0)

68. Escreva a equacao da circunferéncia de centro C(2, -1) que passa pelo ponto
P(1, 4).

(x-2P+(y+1°=26

Equacao geral da circunferéncia

Dada uma circunferéncia de centro Cla, b) e raio r, podemos obter sua equacao geral
a partir do desenvolvimento da equacao reduzida:

x-ar+(y-br=r
X2 -2ax+a’+y?-2by+b2=r?
X2 -2ax+a’+y>-2by+b2-r’=0

X2+y?-2ax -2by+a+b?-r=0

Atividades resolvidas

R29. Determine a equacao geral da circunferéncia de centro C(1, 2) e raio r = 3.

Resolucao
x-12+(y-22=32
X-2x+1+y?-4y+4=9=2x2+y?-2x-4y-4=0

Atividades

69. Escreva a equacao geral da circunferéncia, dados o centro e o raio:
aC2 Der=1

X2+y2-4x-2y+4=0




b) C(O,0)er=6

X2+y?-36=0
c)C(-3,2)er=2

X2+)y2+6x-4y+9=0

70. Determine as coordenadas do centro e a medida do raio das circunferéncias de
equacoes:

a)x?+y*+12y-13=0
CO,-Ber=7
b)x2+y?+10x+8y+25=0

C(-5,-4)er=4

OXe+y?-6x+2y-15=0

C@E -Der=5

Posicao de um ponto em
relacao a uma circunferéncia

Dados um ponto Plx_, y) e uma circunferéncia C de equacao (x - aF + (y - b)? =r?,
existem trés posicoes possiveis para o ponto P em relacao a C:

- P éexterioraC

Nesse caso, dcp >
X =x )2+ -y 2>re
X=-x)2+y-y)2-r>0
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- Ppertencea C

Nesse caso, d_,=r.
X=X )+ y-y)2=r
X=-x)+y-y)r-r=0

- PéinterioraC

Nesse casod ., <r.
X =x )2+ y -y rp<r
X=X +y-y)2-rr<O

Atividades resolvidas

R30. Verifique a posicao relativa dos pontos P(-6,3), Q(-5,4) e S(0,1) em relacao a
circunferéncia C de equacao x? + y2 + 12x - 12y + 63 = 0.

Resolucao

Basta substituir cada ponto na equacao da circunferéncia para verificarmos sua posicao
relativa:

P(-6,3)= (-6 +32+12 (-6) - 12 -3+63=36+9-72 -36=0= P pertencea C
QA-54)=> (=52 +42+12 (-5)-12 4+ 63=25+16-60-48+63=-4<0=>Q éinterioraC
SOD=20P+12+12(0)-12-1+63=1-12+63=52>0=> P éexterioraC
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R31. Represente no plano cartesiano o conjunto dos pontos P(x.y) tais que (x - 5)2 + (y -
4)? < 9. Discuta o significado geométrico da representacao obtida.

Resolucao

Os pontos que satisfazem a relagao (x - 5)2 + (y - 4)2 <9 sao
interiores a circunferéncia de centro C(5,4) e raio igual a 3:

Esse conjunto de pontos (circunferéncia e seu interior) L SRR
define o circulo de centro C(5,4) e raio igual a 3.

Atividades

71. Determine a posicao de cada ponto a seguir em relacao a circunferéncia C de
equacao x? + y?+2x - 20y - 20=0.

a) L(5, 0) c) N(O, O)
Exteriora C. Interiora C.
b) M(9, 5) d) P(10, 10)
Exteriora C. Pertence a C.

72. Obtenha o valor de k para que o ponto P(k,2) pertenca a circunferéncia x® + (y - 1)2=4.

k=+3

73. Represente graficamente o conjunto de pontos que satisfaz a sentenca
(x+2)+(y - 5)2=16.

6 5 4 -3-2-10 1 2 3 x
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Posicao de uma reta em relacao
a uma circunferéncia

Dadas uma reta s e uma circunferéncia C, de centro C e raio r, ha trés posicoes
possiveis para a reta s em relacao a circunferéncia C. Essas posicoes sao determinadas
comparando-se a distancia d . do centro C a reta s com o raio r da circunferéncia.

- Areta s ndo cruza a circunferéncia C. Entao, dCS> r.

dCS>r<:>smC:®

- Aretas étangente a C. Entao, d_=r.

d.=resnC=(Tl

- Areta s € secante a C. Entao, ch< r.

C

d.<resnC=1ABI



Atividades resolvidas

R32. Determine a posicao da reta (s) 2x + y + 1 = 0 em relacao a circunferéncia (C) x% +
y*=16.

Resolucao
Determinamos, inicialmente, o centro e o raio da circunferéncia:
X2+ y?=16 tem centro C(0,0) e raio r = 4.
Em seguida, calculamos a distancia do centro C a reta r e a comparamos com o raio:
o+o+1 1 g
do="er B 5
V5

Como —< 4, temos d__<r, o que significa que a reta s € secante a circunferéncia C.
5

R33. Represente no plano cartesiano o conjunto dos pontos P(x, y) que satisfazem o
sistema:

X2 +y*<9Q
X+y=>3

Resolucao

Os pontos que satisfazem a relacao x2 + y? < 9 sao interiores a circunferéncia de centro
C(O,0)eraior=3:

y

- ___3_

Para arelacao x +y > 3, que também pode ser escrita como y > -x + 3, teremos o
seguinte conjunto de pontos, obtidos atribuindo-se os valores x =0 e y = O na equacao
daretay=-x+3:
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Xx=02y=3 y=0=x=3

O sistema de inequacgoes sera, entao, representado pela interseccao das duas regides

planas encontradas:
y

Atividades

74. Para cada reta dada, determine sua posicao em relacao a circunferéncia C de
equacao (x +4)° + (y - 5)> = 64.

a) (s) 3x+4y+40=0 b) (t) 3x+4y+32=0

Exterior a circunferéncia. Tangente a circunferéncia.

75. Determine a posicao da reta (s) 4x + 3y - 12 = O em relacao a circunferéncia cuja
equacao é dada por x? + y2 - 12x + 8y + 47 = O.

Secante a circunferéncia.

76. Obtenha, caso existam, os pontos de interseccao da reta s com a circunferéncia C
nos seguintes casos:

aAe)x-y-1=0e O K-+ -22=4

snC=1(1,0) (3,2}
P)(S)y-1=0e(C) x-3P°+(y+3)=16

snC=1{3B Dl




77. Determine as equacodes das retas tangentes a circunferéncia (x - 22+ (y - 4)2 =4
que passam pelo ponto P(5,2).

y=2oul2x+5y-70=0

78. Obtenha as equacoes das retas tangentes a circunferéncia x2 + y2 =1 que sejam
paralelas a reta de equacao y = 2x.

A:2x—y+\/§:o
B:2x—5y—\/§:o

79. Represente no plano cartesiano o conjunto dos pontos P(x, y) que satisfazem o
sistema:

{(X_2)2+(V—2)224 g
X+y<2 —

Posicoes relativas de duas
circunferéncias

Para analisar as posicoes relativas das circunferéncias de centro C, eraio r, e de centro
C, eraior, devemos comparar a distancia d = C,C, entre seus centros com os valores de r,
+r,ou del Ir, - r2| . Ha cinco posicoes relativas possiveis para duas circunferéncias:

- circunferéncias externas

d>r+r,=CnC,=0
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- circunferéncias tangentes externamente - circunferéncias tangentes internamente

a7 e
d=r+r, | r, |
C,NnC, =Tl d=1r,-r]
C,nC, =Tl

- circunferéncias secantes

— B

[ S—]
‘ d ‘

|r1—r2|<d<r1+r2E>ClmC2:{A,B}

o<d<lr,-r]

C,nC, =0

Um caso particular em que uma circunferéncia é interior a outra € aquele em que
C,=C, ouseja, d = 0. Nesse caso, dizemos que as circunferéncias sao concéntricas.
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Atividades resolvidas

R34. Represente no plano cartesiano o conjunto dos pontos Plx, y) que satisfazem a
sentenca: 9 < x2 + y? < 25. Discuta o significado geométrico da representacao obtida.

Resolucao

A sentenca 9 < x? + y2 < 25 € equivalente ao sistema:

9< x*+y?

X? +y® <25
que pode ser escrito como:

X*+y*>9

X? 4+ y? <25
Os pontos que satisfazem a relacao x° + O sistema de inequacoes sera, portanto,
y? > 9 sao exteriores a circunferéncia de representado pela interseccao das duas
centro C(O, O) eraio r=3: regioes:

y y

Os pontos que satisfazem a relacao x2 +
y? < 25 sao interiores a circunferéncia de
centro C(O, O) eraio r=5:

y

Aregiao encontrada equivale a uma
coroa circular resultante de dois
circulos concéntricos de raios 3 e 5.
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Atividades

80. Analise, em cada caso, as posicoes relativas das circunferéncias C, e C.;
A (C)x*+y*-6bx+4y-3=0e(C)x*+y*-4y=0

Comolr,-r,l<d

e <1+ 1, as circunferéncias sao secantes.

b) (C) x? +y? - 10x - 24y +168 =0 e (C,)) x* + y* - 225=0

Como 0 <d_, <Ir, -] uma circunferéncia & interior a outra.

81. Caso existam, obtenha os pontos de interseccao das circunferéncias:
a) (C)x*+y?-16x-16y+63=0e(C)x*+y*-1=0

Nao existe ponto de intersecao.

b) (C)x*+y*-2x+2y-1=0e(C)x*+y*-x+y-1=0
=)

2 2
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Resumo

Distancia entre dois pontos

y

Ve

Ya

y

Vs
Ym

Ya

[Ox
Professor

Encoraje os alunos a revisitarem o resumo
sempre que precisarem, incentivando-os

a anotar outros conceitos que considerem
relevantes para um melhor entendimento.
Alem disso, sugira que utilizem o resumo como
um auxilio durante a resolucao da bateria final
de atividades que vira a seguir. Isso permitira
que os estudantes apliquem de forma

pratica o conteudo revisado e fortalecam sua
compreensao, ao mesmo tempo em que se
tornam mais autbnomos na gestao do proprio
aprendizado. Dessa maneira, vocé estara
proporcionando uma ferramenta valiosa

que promove a retencao de conhecimento

e a habilidade de aplicacao em situacdes
desafiadoras.

.

y
o X, y, 1
o D=l %, y, 1| =0
X, y. 1
o X ; .
/ Area de um triangulo ABC

S=

L
2

XA yAl

Dles=2|% Vs *
2
XC yc 1
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Coeficiente angular Equacao reduzida

da reta
y r
/ m:yB_yA
/Q(O,q) g X, =X,
/ 0LO X
y=mx+q

Equacao fundamental . o
Equacao segmentaria

da reta
, da reta
y y
P(x, y) NQ (0, 9)
Ax, y,)
;/ m =tga X = P\(p,O)
X Yy
— — 4+ = = 1
m;%cW—yA:mr(x—xA) p g

A

Posicoes relativas

E a ld ta
qttagao gera are de duas retas
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Y r
s
\a, \a

o X
X y 1
X, Yo, 1| =0=2ax+by+c=0 B
X y. 1 m=m_<
B B

al — az al — aZ al bl
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- Retas concorrentes

y
s r

e N

a a a

a
m#M & ——Lz_ 212

b b b

1 24 i z

- Retas perpendiculares

y
;

rls=sm m=-1
Angulo entre duas retas

y r s
Sz
0
o X
m —m
tgo=—= :
1+ms-mr

Distancia de ponto a
reta

ax_ +by +c
\/02~+ b? .
Equacao reduzida da

circunferéncia

y

dPr =

P(x,y)

o a X

x-ar+(y-br=r?

Equacao geral da
circunferéncia

X2 +y?-2ax -2by+a?+b2-r°=0
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Avalie o que aprendeu

(EM13MAT401)

1. O ponto P(%éj & médio de AB. Dado A(4, 2), calcule as coordenadas de B,

a) B(O, 0) d B, 2)
b) B(-2, -2) e B 1
(c)B(-1 -1
(EM13MAT307)

2. Calcule a area de um quadrado, sabendo que os pontos (1, 1) e (4, 5) sao as
coordenadas de dois vértices consecutivos.

a)S=10 ua, (s =25ua.

b)S=15ua. e) S =30 u.a.
c)S=20u.a.
(EM13MAT401)

3. Os pontos A4, 7) e B(-2, 1) sao as extremidades de uma diagonal de um quadrado.
Calcule a medida do lado desse quadrado.

a) 3 (e

b) 4 e’
)b
(EM13MAT401)
4. Para que valores de k o coeficiente angular da reta de equacao -2rkrx+y -12=0¢
iguala -8?
ak=-2 d)k=-10
(b)k=-4 e k=-12
C)kR=-8
(EM13MAT401)

5. Calcule o valor de k, sabendo que o ponto (6, 3k) pertence a reta de equacao 2y - 3x
-6=0.

(a)k=4 d k=10

b)k=6 & e k=12
k=8 Professor )

A sugestao para a utilizacao desta serie de atividades finais € como uma avaliacao
somativa. Essa avaliacao pode ser adaptada conforme sua preferéncia, podendo ser
realizada individualmente, em duplas ou em pequenos grupos, de acordo com o metodo
que melhor se alinha aos objetivos de ensino e a dinamica da sua turma. Isso proporcionara
aos alunos uma oportunidade de demonstrar suas aprendizagens de maneira colaborativa
ou individual, garantindo uma avaliacao abrangente.

- J
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(EM1I3MAT506)

6. Calcule a area do poligono ABCD.

a)12 ua. c) 20 u.a. 28 u.a.
b) 16 u.a. d) 24 ua.
(EM13MAT401)

7. Determine as coordenadas do centro e o raio de uma circunferéncia de equacao (x —
32 +y2=3.

a) C0,3):r =3 d) C5, 0% r -5
C(3, o) r=\3 e) C0, 5): r =5

c) C(3,3)r =3

(EM13MAT307)

8. Determine a area de um circulo limitado por uma circunferéncia de centro (2, 1) e que
passa pelo ponto (1, 1.

a)S=3ua. d)S=2rnua.
b)S=2ua. =nu.a.
c)S=3nua.

(EM13MAT401)

9. 0 ponto Q(2, k) pertence a circunferéncia de centro (1, 2) e de raio v/5. Calcule o valor
de k.

alk=0ouk=2 d)k=40uk=6
‘/?:Oou/?:4 elk=60uk=8
COkR=20uk=4

(EM13MAT401)

10. Determine a equacao da reta paralela ao eixo das abscissas que tangencia a
circunferéncia de equacao x° + (y - 2)° = 16.

y:6 dy=9

b y=7 e y=10
cy=8

251



%)
@
5
9
[¢)
C
O
O]
=
%)
[g0]
c
=
[O)
o
]
(e
-
ol
%)
[(o]
O
=
~(O
-
O]
e
[g0]
c
<
%)
.©
o)
O]
+ 4
O]
d !
%)
O
©
35
s
%)
O]
%)
@]
©
%)

a

Os fractais sao criados grac

L o01S8q0pY




vaeesitl| | |

. |

%‘.C-kw; \\?\”’&

N Professor

Neste ultimo capitulo, mergulharemos nas fascinantes equacoes e
funcdes polinomiais. Vamos comecar compreendendo o que sao as
funcodes polinomiais, explorando sua estrutura e como elas se relacionam
Com 0S nuMeros e as variaveis. Investigaremos as diferentes classes de
polindbmios e seus graus, discutindo suas propriedades e comportamentos.
Em seguida, adentraremos o mundo das equacdes polinomiais,
explorando como resolvé-las e identificar suas raizes. Abordaremos

as principais operacdes matematicas aplicadas a polindmios, como
adicao, subtracao, multiplicacao e divisao, ampliando nossa capacidade
de manipular essas expressoes. Para consolidar esse conhecimento,
apresentaremos exemplos praticos e desafios que ajudarao os alunos a
aplicarem esses conceitos em situacdes do cotidiano e em problemas
matematicos mais complexos. O capitulo sera uma oportunidade de
explorar a interconexao entre funcdes polinomiais e equacoes, oferecendo
uma base solida para a compreensao de conceitos mais avancados na
matematica e sua aplicacao em diversas areas.

A intersecao entre as funcdes polinomiais e suas raizes abre um uni-
verso criativo e tecnologico fascinante. Atraves dessa compreensao ma-
tematica, € possivel nao apenas explorar os principios fundamentais das
equacodes polinomiais, mas também desencadear aplicacdes inovado-
ras. A programacao de aplicativos de computador ou o desenvolvimento
de inteligéncias artificiais pode permitir a criacao de fractais complexos
e visualmente intrigantes, semelhantes aos mostrados na imagem. Esses
fractais sao produtos diretos da manipulacao e variacao das raizes das
funcoes polinomiais, oferecendo uma plataforma Unica para a expressao
artistica e a exploracao matematica. Essa convergéncia entre matemati-
ca e tecnologia ressalta a profunda relacao entre os conceitos teoricos e
suas manifestacoes praticas, ilustrando como a compreensao das raizes
polinomiais pode impulsionar a criatividade e a inovagcao em um mundo
cada vez mais digital.

Neste capitulo, vamos explorar o que sao as funcoes polinomiais e
as equacoes polinomiais. Vamos descobrir como usar as principais ope-
racoes matematicas nesse contexto, alem de desvendar o que esta por
tras dessas ideias matematicas e como podem nos ajudar a resolver pro-
blemas do dia a dia.



Funcoes
polinomiais

(EMI3MAT301) (EMI3MAT302)

Uma funcao p: R — Rdada porpx)=a x"+a,  x""'+.+ax+a, emque
a.a. .. ..d,d,sao numeros reais fixos com a_# O, € denominada funcao
polinomial de grau n (n € N).
p)=ax"+a X"'+.. +ax+a,
+ X € a variavel do polinbmio
-ne Neéograudepk) (a #0)
*a.a. ., .. a,a, sao os coeficientes do polindmio
* a, € o coeficiente independente ou termo independente

No polinbmio pl) =a x"+a_x"'+..+ax+a, sea_ =0, temos gr(p)=n.

Notacao:

gr(p) = nindica que o grau do polindbmio p é n

Definimos valor numeérico de um polindbmio p(x) ao humero real que
se obtém substituindo a variavel x por um numero a. Quando esse valor
acarretar em p(a) = O, dizemos que o € um zero do polindbmio ou uma raiz
da equacao px) = 0.

Igualdade de polindmios

Dois polindbmios sao iguais, ou idénticos, se e somente se todos os
coeficientes dos termos de mesmo grau sao iguais.

Dados:p)=a x"+a Xx""'+..+ax+a,eqx)=b x"+b_x""'+ . +bx+b,

temos: &
a=>b Professor )
a

n
o1 bn_l Neste topico de funcdes polinomiais, € fundamental estabelecer uma
: : base solida ao explicar aos alunos como identificar, entender e ma-
,O(X) = Q(X) =—2h ’ nipular funcoes polinomiais. Comece abordando conceitos basicos,
Gl =0, como grau e coeficientes, antes de explorar os diferentes tipos de
polindbmios, como lineares, quadraticos, cubicos, e assim por diante.
CJO = bo Destaque a importancia das raizes e fatores de polindbmios, mostran-

do como eles se relacionam com interceptos no grafico. Para tornar
o conteudo mais envolvente, relacione as fungdes polinomiais com
situacdes do mundo real, como modelagem de fendmenos naturais
ou padroes matematicos em financas. Incentive os alunos a resolver
problemas praticos usando polinémios, estimulando sua criatividade
na criagao de equacoes que descrevam cenarios do dia a dia. Isso nao
apenas fortalecera suas habilidades matematicas, mas tambéem os
ajudara a perceber a presenca desses conceitos alem da sala de aula.

- J




Atividades resolvidas

R1. Nos polindbmios seguintes, indique a variavel, os coeficientes e o grau de px), se

possivel:
a)px)=3x2+2x -4
b) px) =3x+1

€S
Professor

Dentro da metodologia deste material, as atividades resolvidas desem-

Resolucao
a)px)=3x2+2x - 4

* X e variavel

- 3, 2, -4 sao coeficientes
- grip)=2

b) plx)=3x+1

* X é variavel

+ 3,1 sao coeficientes

- grip)=1

penham um papel fundamental como ferramentas auxiliares no proces-
so de ensino e aprendizagem. Sugerimos que vocé estimule os alunos a
acompanharem atentamente o detalhado passo a passo de cada resolu-
Cao, e, se possivel, os encoraje a replicar as resolucdes em seus proprios
cadernos. Alem disso, eles podem explorar a criacao de pequenas varia-
coes das atividades ja solucionadas, o que proporcionara um maior en-
gajamento e compreensao dos conceitos abordados. Isso permitira que
os alunos apliquem os principios aprendidos de forma pratica e reforcem
sua compreensao do conteudo estudado.

~

R2. Discuta o grau do polindmio p(x) = (k + x? + 3x + 2 em funcao de k € R.

Resolucao

Vamos analisar o coeficiente do termo de maior grau.

k+1=02k=-1
Sek #-1 entdo grip) =2.
Sek=-1entaogrlp) =1

R3. Em p(x) = 2x° - 3x + 1, determine o valor numérico de p(x) par a:

ax=2 b)x=0

Resolucao

aAx=22pR)=2-22-3-2+1=2>p@2)=3
b)x=02p0)=2-02-3-0+12p(0)=1
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R4. Determine a, b e ¢ para que o polindmiop)=(@+b -5x°+(@-b-x+c+4

seja identicamente nulo.

Resolucao

Se px) = 0, entao todos os coeficientes sao nulos:

a+b-5=0 (1)
a-b-1=0 (I
C+4=0 (1

De (), temos: c = -4

a-b=1
Logo.a=3,b=2ec=-4.

De () e (II), temos: {C’+b: Sag=3eb=2

Atividades

1. Determine o grau dos polindmios a seguir:
a)p)=3x+2x -1

grip)=3

b) pix) = x

grip)=1

c)pl)=2x"-3x>+1

grip)=7

d) px) =4 + x - 2x° + 3x*

grip)=4

2. Discuta o grau dos polindmios em funcao de k € R:
a) px) =Rk +6)x3+ (3 + Rix+1

sekR=-3=grp)=0

sek#-3=grp)=3
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b) pix) = (R? - 4)x + (R - 2)x - 3

sek=2=grlp)=0

sek=-2=grp)=1

sekRz2=grip)=2

3. Determine o valor de k para que o polindmio p(x) = (k = 4)x® + (R = 16)x* + (kR + 4)x + 4
seja de grau 2.

Nao existe k para gr(p) = 2.

4. Dado o polinémio p(x) = 3x° - x2 + 3, calcule:
a) p(0) b) p(1)

3 5

5. Dado o polinémio p(x) = 2x? + kx — 2, determine k, sabendo que p(2) = 6.

k=0

6. No polinomio p(x) = x® - kx? + x + 1, determine k se:
a)p(l)=0 b)p(3) =1

k=29
3

7. Determine k para que x = 3 seja raiz do polindmio p(x) = kx3 + x? + 2x + 1.

_16
27

R =

8. Mostre que 1 e 3 sao raizes do polinémio p(x) = x® - 3x2 - x + 3.
Se 1 é raiz de px), entdao devemos ter p(1) = O.

p1)=1-3-12-1+3=0

Se 3 éraiz de px), entao devemos ter p(3) = 0.

p3=3%-3-32-3+3=0

Como p(1) = p(3) =0, temos que 1 e 3 sao raizes de px).
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9. Determine q, b e ¢ para que os seguintes polindmios sejam nulos:
a p)=(a+2x°+ (b -2)x+(c®-9)

a=-2b=2ec=43

b) px) = (a + b)x® + (a + 2¢c)x° + (b + c)x

a=b=c=0

10. Determine o valor de a e b em cada caso:

a) px)=ax®+bxepkx)=0

a=0eb=0
b)px)=ax?+bx+2,pR)=4ep3)=6

1 1
a=—eb=~

3 3
cpx)=ax®-4x+b,pll)=-2ep(-1)=5

a=leb=3
2 2

11. Determine a e b, sabendo que os humeros 2 e -2 sao raizes do polinémio
px)=x3-2x*>+ax+b.

a=-4eb=8

Adicao e subtracao de
polindmios

Para somar dois polindmios, adicionamos os coeficientes dos termos de mesmo
grau. Da mesma forma, para obter a diferenca de dois polindbmios, subtraimos os coefi-
cientes dos termos de mesmo grau.

Atividades resolvidas

R5. Adicione os polinémios p(x) e qx):
px) =4x5 - 3x* - 2x2 +1
g =x*-3x°-x2+x+7



Resolucao

PX)+qx)=4x° - 3x* =22+ 1+x* -3 - x2+x+7
pPX) +qx) =4x5 - 2x* - 3x* - 3x>+x+ 8

Note que, nesse caso, temos:

grip) = 5} 2>grip+q =5

arig) = 4

Nos casos de adicao e subtracao de polindmios, o polindmio resultante tera grau igual
ou menor ao polindbmio de maior grau.

R6. Obtenha a diferenca p(x) - g(x) dos polindbmios:
px)=6x* - 2x3+5x2 - x+1
) =3x*-x3+2x2-x-1

Resolucao
P —qx)=6x*-2x3+5x° - x+1-3x*+x3-2x>+x+1
pXx) — glx) = 3x* - x3+ 3x% + 2 € 0 grau do polindmio obtido € 4.

Multiplicacao de polindomios

Para obter o produto de dois polindbmios, multiplicamos cada termo de um deles por
todos os termos do outro, somando os termos de mesmo grau.

O grau do polindmio-produto p(x) - gx) € a soma dos graus de p(x) e g(x), se nenhum
deles for o polindmio nulo: gr(p - q) = gr(p) + gr(q).

Atividades resolvidas

R7. Vamos multiplicar os polindbmios:
px) = 3x% + 2x
g =x3-x2+5
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Resolucao

px) - qx) = (3x + 2x) (x° - x2 + 5)

Pl - ) =3x% (X3 = x2 + 5) + 2x(x3 - x2 + 5)
pKx) - glx) = 3x° — 3x* + 15x2 + 2x* - 2x3 + 10x
pix) - glx) = 3x° — x* - 2x3 + 15x% + 10x
Observe o grau do polindmio-produto:

grlp) = 2} Sgrip-q)=5
ar@) =3

R8. Dois polindbmios p(x) e q(x) tém graus n e m, respectivamente. Sabendo que o grau
de px) - glx) € 7 e que m - n = -1, determine o grau de px) e qx).

Resolucao

agrip-qQ)=7=>m+n=7

{m+”=7 o>m=3en=4

m-n=-1
Logo:

gr(p) = 4} 2grp-q =7
ar@) =3

Atividades

12. Dois polinémios p(x) e g(x) tém o mesmo grau n. Analise o grau da soma p(x) + q(x),
sabendo que o grau de p(x) - q(x) = 8.

glp+q) <4

13. Dados os polindmios p(x) = x* = x3 + 2x2 = 1, q(x) = 3x® + 1 e t(x) = 4x? - 1, obtenha:

a) px) + qx) c) qx) - tx)

3+ x - X+ 2x° -4+ 2

b) q(x) - tx) d) t) - pix) - g
12X -3x° +4x° - 1 X6 - 7X5 + 7x + X - 6X°

Observacao: (tx))? = tlx) - tx) e (q))? = qx) - gix)



14. Verifique se cada afirmacao é verdadeira ou falsa:

a) Se o grau do polindbmio p € 5, entao o grau do polindmio 2p é 10.

falsa

b) Se o grau do polindmio p € m e do polindmio q € n, com m > n, entao o grau do
polindbmiop +qg e m.

verdadeira

Divisao de polinomios
Considere os polindmios p(x) e d(x), nao nulos, tais que o grau de p(x) seja maior ou

igual ao grau de d(x). Nessas condicoes, podemos efetuar a divisao de p(x) por d(x), en-
contrando dois polindmios, q(x) e r(x), que satisfazem as seguintes condic¢oes:

« pix) =dlx) - qx) + rx)
- rx) =0 ou gr(n < gr (d)
pKX): dividendo
d(x): divisor
qx): quociente
rx): resto
Se r(x) for o polindmio nulo, dizemos que p(x) € divisivel por d(x).

A divisao de dois polindbmios pode ser feita por dois métodos: o método da chave e
o0 meéetodo de Descartes.

Método da chave

- Ordenamos p(x) e d(x) segundo as poténcias decrescentes de x e montamos a chave:

p(x) | d(x)

rix) q(x)

- Dividimos o primeiro termo de p(x) pelo primeiro de d(x), obtendo o primeiro termo de
qix).

- Multiplicamos o termo obtido pelo divisor d(x) e subtraimos de p(x).

- Continuamos o processo até obter um resto de grau menor que o de d(x) ou resto nulo.

Método de Descartes

Consiste basicamente na determinacao dos coeficientes do quociente e do resto a
partir da identidade:

px) =dx) - qix) + rx)
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Atividades resolvidas

R9. Divida p(x) = x3 - 4x? + 7x — 3 por d(x) = x* - 3x + 2 pelo método de Descartes.

Resolucao
Devemos encontrar g(x) e r(x) tais que:
X3 -4x2+7x-3=(x%-3x+2) gl +rx)
Vamos analisar o grau de g(x) e de r(x).
ar(p) = 3} = gr(q) = gr(ﬁ) =1
gr(d) =2 d
Como gr(n < gr(d), devemos impor gr(n=grld) -1=>grin=2-1=grln =1
Assim, temos: gix) =ax+berlx)=cx+d
X3 = 4x% + 7x = 3=(x* = 3x + 2)(ax + b)+(cx + d)
P Z P R

Efetuando as operacoes e agrupando os termos semelhantes, obtemos:
X-4x2+7x-3=ax3+(-3a+bx2+(2a-3b+cx+2b+d

Para que haja igualdade, devemos ter:

a=1

3a+b=-4 |o4-1 p=-1 c=2 d=-1
20-3b+c =7

2b+d =-3
Assim, g)=x-lerx)=2x -1

R10. Determine o valor de k para que a divisao de p(x) = 4x3 - 3x2 + kx + 3 por dlx) =x° - 1

seja exata.
Resolucao

o p(x) ) A -3 +kx+3=ax3+bx°-ax-b
A divisao =~/ é exata se r(x) = 0.

d(x) Comparando, obtemos:

Como o grau de gx) € 1, pois gr(q) = gr(%} 4=a
temos: ;3:_[; >a=4b=-3ek=-4
4 - 3@ +kx+3 =02 -1) (ax +b) 3=-b
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Atividades

15. Efetue a divisao de p(x) por d(x) em cada item:
apk)=x-2x2+6x-5edx)=x>-2x+1

qx)=xerlx)=5x-5
P)p)=x3+5x2-7x+4edx)=x+1

qx)=x?+4x-1lerx)=15
C) plx) = bxP- 2x* - 4x3 - 4x e dix) = x° + X

qix)=5x°-7x°+3x -3 erx)=-x

A p)=x3-3x+3x-ledX)=x2+2x-1

qx)=x-5erlx)=14x- 6

16. Calcule o valor de m e n para que a divisao de p(x) = 8x* + mx® + 2x2 — nx + 1 por
d(x) = 4x? + 3x - 1 seja exata.

m=2en=2

3 3

17. Determine os valores de p e q para que o polindmio x3+ px + q seja divisivel por
x2+2x+5.

p=leq=-10

18. Dividindo um polinémio p(x) por d(x) = x2 — 4x + 1, obtém-se quociente q(x)=x+ 4 e
resto r(x) = 15x + 1. Determine p(x).

px)=x>+5

19. Determine um polinémio p(x) cuja divisao por d(x) = 2x - 6 resulta um quociente
qix) = -x® - 2x2 + 1 e resto 6.

pix) =-2x* + 2 + 12x° + 2x
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Teorema do resto

O resto r(x) da divisao de um polindmio p(x) por um bindmio do primeiro grau d(x) = ax
b

+ b é igual ao valor numeérico de p(x) para x = - = (a # O).
a
pox) = (ox + b) - GO0 + 1)

d(x)

Como o grau de d(x) € 1, entao o grau de r(x) € zero. Logo, rx) € um polindbmio cons-
tante, ou seja, rlx) = k.

Em particular, quando a divisao de p(x) por dx) = ax + b € exata, o resto sera

r(x) :p(_é) =0, ou seja, —g € o zero do polindmio p(x) = O.

a

Teorema de D’Alembert

Um polindmio p(x) & divisivel por dx) = ax + b se e somente se p(—%) =0.
Se px) =dx) - gx) = (ax + b) - gx), entao:

2)-[o ( o d9)-) o
a a a a
E reciprocamente, se p(x) = (ax + b) - qx) + R, entao:

T I R .

Professor

Ao ensinar sobre o teorema do resto, destaque sua utilidade para verificar raizes de polindmios e simplificar avaliacoes.
Relacione-o com a divisao de polindmios, enfatizando que o resto da divisao por (x - a) € zero quando x = a. Além disso,
ao abordar o teorema d'Alembert, explique como ele ajuda a identificar possiveis raizes racionais, facilitando a fatora-
cao e a resolucao de equacoes. Conecte ambos os teoremas a exemplos praticos para demonstrar sua aplicacao no
mundo real, tornando o aprendizado mais envolvente e tangivel para os alunos.




Atividades resolvidas

R11. Sem efetuar a divisao, determine o resto da divisao de p(x) = 3x® - 4x° + x + 1 por
dx)=x - 2.

Resolucao

Pelo teorema do resto, temos:
px) = 3x3 —4X* + X +1
dx)=x-2
x=3-22-4.2242+1=rx)=11

} = rx) = p(2)

R12. Dividindo um polindmio p(x) por x - 2, obtéem-se resto 5 e, dividindo por x + 1,
obtém-se resto -2. Determine o resto da divisao de p(x) por (x - 2) - (x + 1).

Resolucao

O graudo divisordix) =(x - 2) - (x+1) € 2, entao o grau de r(x) € 1 e, portanto, rlx) = ax + b.

px)=x-2) x+1 gx)+ax+b
Como p(2) =5 e p(-1) = -2, temos:
pR)=5=22a+b=5
p-=-2-a+b=-2

Resolvendo o sistema, encontramos: a = % eb=

1

3
. 7 1

Logo, o resto é rix) = EX + 3

Atividades

20. Calcule o valor de t, sabendo que o resto da divisao de p(x) = 4x% + 2x2 - tx + 5 por
X+2é1.

t=10
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21. Determine o resto r(x) das divisées de p(x) por d(x) em cada caso a seguir:

ap)=2x'-33+ledx)=2x-1

r(x) = %

P px)=x>-x*+2x3-x2edx)=x-1

rix)=1

cAp)=xt-5x+6edx)=x-3

rx)=0

22. Calcule o valor de m para que o resto da divisao de p(x) =x3 - 2x2 + mx+m - 1 por
d(x) =x - 2 seja 5.

m=2

23. Determine o valor de a para que o resto da divisao de p(x) =4x2 — ax + 1 por
d(x) = 2x - 6 seja igual a -5.

a=1M4

24. Calcule k para que o polinémio p(x) = 2x3 - kx? + 5x - 1 seja divisivel por x - 1.

k=6

25. Determine os valores de a e b, sabendo que os polinémios p(x) = -x2 + (a - b)x e
t(x) = 2x® - ax? - ax + 2b sao ambos divisiveis por x + 1.

a=0eb=1

26. Obtenha o resto r(x) da divisao de um polinémio p(x) por (x + 2) (x - 2), sabendo
que os restos das divisoes de p(x) por (x + 2) e por (x — 2) sdo, respectivamente, -1 e 3.

rx)=x+1

27. Obtenha o resto r(x) da divisao de um polinémio p(x) por (x? - 9), sabendo que os
restos da divisao de p(x) por (x + 3) e por (x - 3) sao, respectivamente, 2 e -1.

r(x) = —%x + i



Algoritmo de Briot-Ruffini

O algoritmo de Briot-Ruffini consiste em um dispositivo pratico para efetuar a divisao

de um polindmio p(x) por um bindmio dx) = x - a.
Considere px) =a x"+a_X"'+ .. +ax+a,
Podemos descrever esse dispositivo pelos seguintes passos:

- Dispbem-se todos os coeficientes de p(x) na chave:

- Coloca-se a esquerda araizde dx) =x - a=0:

| an an-1 4 &)
!

* Abaixa-se o primeiro coeficiente (a ), que corresponde ao primeiro coeficiente de g(x).

Em seguida, multiplica-se a_ pela raiz a e soma-se o resultado ao segundo coeficiente
de px), obtendo-se o segundo coeficiente de q(x):

g

ala a, . a a

| v ¥ .
X |—-a, —a,a+a,

0

1

- Multiplica-se por a o resultado obtido para o segundo coeficiente de qlx) e soma-se
esse resultado ao terceiro coeficiente de p(x), e assim sucessivamente.

Divisao de p(x) por x - a:

a | coeficiente de p(x) |

| coeficiente de q(x) | resto r(x)

Para d(x) = ax + b, devemos tomar o seguinte cuidado para obter o quociente:
px) =dXx) - gix) + rx)
px) = (ax + b) - qx) + r(x)

b
px) = a(x + g) - qx) + r(x)
b
p(x) = (X + g) -aq(x) + r(x)

b
px) = (X * g) - q,0) + r(x)

1

q,(x)=aqx) = qlx) =

ol

coeficiente de p(x)

| coeficiente de g(x)

q,(x) q,()

267



Atividades resolvidas

R13. Divida p(x) por d(x) usando o algoritmo de Briot-Ruffini:
a) pl) =3x*-2x3+x2 - 2x+ 1pordix)=x -2

b) px)=x®-2x+1pordx)=x+3
C)p)=4x3-3x°+x+2pordx)=2x-1

Resolucao
a)

) | , l 1 |
2|3 2 1 2 1 23 2 1 a2 + +*
S P a ; 203 2 1 2

X 3 4 9 16 “)é‘| é Z 5 1% E §v3-‘

L | 9%2+(2) ’ S \ r(x)
& ] | o 1
2 | 3 2 1 -2 1 2 | 3 2 1 -2 1
>‘< | 3 4 E; >‘< | 3 4 9 16 3*3
R [E3 T3] | e

Como gr(p) =4 e gr(d) =1, teremos gr(@) = 3, qx) = 3x® + 4x° + 9x + 16 e r(x) = 33.

b) Para dividir p(x) = x3 - 2x + 1 por d(x) = x + 3, inicialmente escrevemos p(x) na forma
completa: p(x) = x3 - Ox2 - 2x + 1. Depois, indicamos os coeficientes no algoritmo.

— 1 |

g =x°-3x+7erx)=-20

c) Para dividir p(x) = 4x® - 3x2 + x + 2 por d(x) = 2x - 1, devemos utilizar o algoritmo de

Briot-Ruffini com d (x) = x - é Para obtermos o quociente, dividimos o quociente q,
obtido por 2:

_2| a b c d

| 1 -2 3 | 2
(x)zM = q(x) = 2x2 - X 1 ert)=2
q > ~4q 2 4 4




Atividades

28. Determine o quociente q(x) e o resto r(x) das divisées de p(x) por d(x):
aApk)=3x-2x+x+ledk)=x-1

qx)=3+x+2

rx)=3
b) px) =x°- 4x*+ 3 e dXx) =x+2

qlx) =x* - 6x° + 12x° - 24x + 48

rix)=-93

cApx)=5x2-3x-1ledx)=x+1

qQx)=5x-8

rix)=7
dp=xt-ledx)=x-1

Q) =x"+x+x°+x+1

rix)=0

29. Determine o resto da divisao:

(3x4—2x3—x2—§><+1) L(x+2).

rx) =62

30. No algoritmo abaixo, foi aplicado o algoritmo de Briot-Ruffini. Determine o
dividendo p(x), o quociente q(x) e o resto r(x).

—2| 0 b c d

|1 -2 -3 |2

px)=x°-x+8

qx)=x?-2x+3

rx)=2
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Equacoes
polinomiais

(EM13MAT301) (EM13MAT302)
Equacao polinomial ou equacao algébrica € toda equacao do tipo plx) = 0, em que:
pX)=ax"+a x"'+.+ax+a,=0
*a.a. ., .. a,d,sao humeros reais;
* n € numero natural;
- X € variavel complexa;
- 0 grau da equacao polinomial € o grau do polindmio p(x).

A raiz da equacao polinomial p(x) = O € todo numero o € C, tal que pla) = O.

Teoyema fundamental
da Algebra

O teorema fundamental da algebra € uma proposicao que pode ser enunciada da
seguinte forma: Toda equacao polinomial de grau n, com n > 1, possui pelo menos uma
raiz complexa.

Com base nesse teorema, podemos mostrar que toda equacao polinomial de grau n,
comn 21, possui exatamente n raizes complexas.

Além disso, podemos mostrar que todo polindmio de grau n, com n =1, pode ser de-
composto em fatores do 12 grau da seguinte maneira:

p)=ax"+a X'+ . +ax+a,
p)=a x-o)x-o,).. x-o )K-o)

@- em que o, 0., ... o, S30 as raizes de p(x).
Professor )
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Ao abordar as equacgdes polinomiais, se necessario, retomem uma revisao dos conceitos basicos de polindmios, grau e coefi-
cientes. Em seguida, introduza as diferentes formas de equacodes polinomiais, incluindo equacoes lineares, quadraticas, cubi-
cas, e assim por diante. Reforce a importancia das raizes de uma equacao polinomial e como elas se relacionam com os pontos
em que o grafico cruza o eixo x. Introduza o conceito de raiz multipla e suas implicacdes nas solu¢des das equacdes. Ao ensinar
sobre equacoes polinomiais, forneca uma variedade de exemplos praticos e problemas desafiadores que explorem situacoes
do mundo real, como trajetorias, populacdes e movimentos fisicos modelados por equacdes polinomiais. Isso ajudara os alunos
a visualizar e aplicar os conceitos de forma mais concreta. Finalmente, encoraje os alunos a explorar recursos computacionais,
como software de algebra computacional, para resolver equacoes polinomiais de graus mais elevados, proporcionando uma
abordagem completa e diversificada ao aprendizado desse topico.




Atencao

Até agora, o conjunto universo utilizado na resolucao de problemas e equacoes
foi o conjunto R dos numeros reais. Vimos tambem que algumas equacoes nao tinham
solucao no conjunto dos reais. E o caso, por exemplo, da equacao x> +1=0:

X+1=0=>x2=-1
Logo. S =, visto que nao existe numero real cujo quadrado ¢ igual a -1.
Chamamos de unidade imaginaria o numero /, tal que:
2=-1ouseja, i= V-1

Assim, no conjunto dos numeros complexos, as equacoes do 2° grau com A < O
possuem solucao nao vazia.

Assim, a solucao da equacao sera:
X+1=0x=-1x=% V-1 2Xx=%/
Logo, S=1{-i il

O conjunto C dos numeros complexos € aquele formado pelos numeros que po-
dem ser expressos naformaz=a+bi,emqueae R be Rei=+-1,0u seja:

C=lz=a+bilae R beR i=+-11

Aforma z=a + bi € denominada forma algebrica de um numero complexo, em que
a € a parte real e b, a parte imaginaria.

Tomando um numero complexo z = a + bi, temos:

a=0
b#0

b=0oz=aq(real |§\r‘
U Professor )

Para ampliar, desenvolva o assunto do box a seguir. Comece es-
clarecendo que ‘i" é a unidade imaginaria, definida como a raiz
quadrada de -1. Destaque como os numeros imaginarios foram
introduzidos para lidar com situacdes em que a raiz quadrada de
um numero negativo € necessaria. Se julgar pertinente, mostre
também como operar com numeros imaginarios, incluindo adi-
cao, subtracao, multiplicacao e divisao, e como representa-los no
plano complexo.

} = z = bi (imaginario puro)
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Multiplicidade de uma raiz

Dada a equacao polinomial p(x) = O de grau n, dizemos que o € raiz de multiplicidade
k se, das n raizes da equacao, somente k forem iguais a o.

Atividades resolvidas

R14. Verifique se os valores 2 e 5 sao raizes da equacao polinomial x2 - 7x + 10 = 0.

Resolucao
22-7-2+10=0e5%-7-5+10=0

Logo, 2 e 5 sao raizes de x2 - 7x + 10 = 0.

R15. Verifique se i, —i € -2 sao raizes da equacao plx) = 0, em que p(x) = x3 + 2x2 + x + 2.

Resolucao

p=Pr+2F+i+2=--2+i+2=0

p=)=(=iP+2(-° +-D+2=i-2-i+2=0

p(=2) =(-2P2 +2(-2)2 +(-2)+2=-8+8-2+2=0

Como pl) =0, p(-i) =0 e p(-2) = 0, temos que i, -i € -2 sao raizes da equacao p(x).

R16. Sabendo que -2 e 3 sao o0s zeros do polindmio plx) = 2x2 — 2x - 12, escreva-o como
produto de fatores de 1¢ grau:

Resolucao
px) =2[x - (-2)] (x - 3) = pl) =2+ 2) x - 3)

R17. Qual € a multiplicidade das raizes da equacao (x - 2) (x+ 3) (x + 3) = 0?

Resolucao

-3 é raiz de multiplicidade 2 ou raiz dupla, e o numero 2 € raiz de multiplicidade 1.




R18. Uma das raizes da equacao x® - 4x2 + x + 6 = O € o numero 2. Determine as outras

duas raizes.

Resolucao
Se 2 éraiz, entao px) = x® - 4x° + x + 6 & divisivel por (x - 2).
Efetuando a divisao, temos:

-z| 0 b c d

| 1 -2 -3 | 2
pix) = (x - 2) (6 = 2x - 3)

=1

x—2:O:>X1=2oux2—2x—3:O:>{XZ .
X =

3

Atividades

31. Determine quantas e quais sao as solucoes das seguintes equacoes:

AX+DK-DKX+2)=0

3 solugodes; -2, -1, 1}

b) x+2) x-2) (x-2)=0

2 solucoes, [-2, 2il, sendo que 2i € raiz dupla

32. Mostre que o numero 2 é raiz da equacao x3+3x2 - 6x - 8=0.
X+3x2-6x-8=0

Se 2 éraiz, entao p(2) = 0.

22+3.22-6-2-8=8+12-12-8=0

De fato, 2 € raiz da equacao.

33. Determine as raizes das equacgoes:
AKX-22x-3)x-4=0

S=12 3 4]

P) 3 +2) x-2) x+1) =0

S={-2i, 2i, -1}

A4 -3 K+2) x+N=0

S={-23 -l
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34. Sabendo que -3 é uma das raizes da equacao x3 + 4x2 + 3x = O, determine as
outras raizes.

Oe-1

35. Determine as outras raizes do polindmio p(x) = x® - x2 - 9x + 9, sabendo que
p(1) =0.

-3e3

36. Resolva a equacao x* — 4x3 + 3x2 + 4x — 4 = 0, sabendo que o numero 2 é raiz dupla.

S=21-1

37. Mostre que -2 é raiz de multiplicidade 3 da equacao x* + 7x3 + 18x2 + 20x + 8 = 0.

Se -2 é raiz tripla, entao px) = x* + 7x3 + 18x% + 20x + 8 & divisivel por (x + 2).

2| 1 7 18 20 8
-1 1 5 8 4 | 0
2| 1 3 2 | 0
2| 1 1 | 0

1 | -1 (x0)

Portanto, -2 é raiz de multiplicidade 3.

38. Determine a multiplicidade da raiz 1 na equacao x* - x3 - 3x2+ 5x - 2=0.

leraiz tripla.

Resumo @professor

Encoraje os alunos a revisitarem o resumo sem-
pre que precisarem, incentivando-os a anotar

l- - H outros conceitos que considerem relevantes para
PO Inom IOS um melhor entendimento. Alem disso, sugira que
utilizem o resumo como um auxilio durante a re-

p(x) =ax"+a X'+.+ax+a.em que: solucéo da bateria final de atividades que vira a
n =t L o seqguir. Isso permitira que os estudantes apliquem

- x & avariavel do polinémio de forma pratica o conteudo revisado e fortale-

¢am sua compreensao, ao mesmo tempo em que
se tornam mais autdnomos na gestao do proprio
aprendizado. Dessa maneira, vocé estara propor-
B ~ . soa cionando uma ferramenta valiosa que promove a

Gn, C’n_y ang 611, CTO sao coeficientes do pollnomlo retencao de conhecimento e a habilidade de apli-

cacao em situacoes desafiadoras.

cne N

- a, coeficiente independente \_

~

- grau do polindbmio p € n: gr(p) =n



Valor numeérico

E o valor que se obtém substituindo a variavel x por um nimero o.

Zero de um polindmio

E o numero o tal que p(o) = 0

Igualdade de polinomios

Dados:
p)=ax"+a x"+.+ax+a,eqx)=bx"+b_x""+.+bx+b,temos:
a =b
an—l - bﬂ—l
pX) =qgx) & 1:
a =b,
a =b,

Adicao e subtracao de polinomios
Para somar dois polindmios, adicionamos os coeficientes dos termos de mesmo

grau. Da mesma forma, para obter a diferenca de dois polindbmios, subtraimos os
coeficientes dos termos de mesmo grau.

Multiplicacao de polinomios
Para obter o produto de dois polindbmios, multiplicamos cada termo de um deles
por todos os termos do outro, somando os termos de mesmo grau.

O grau do polindmio-produto p(x) - g(x) € a soma dos graus de p(x) e g(x) se nenhum
destes for o polindmio nulo: gr(p-q) = gr(p) + gr(@).

Divisao de polinomios
Considerando os polindmios p(x) e d(x), nao nulos, tais que o grau de p(x) seja maior

ou igual ao grau de d(x), pode-se efetuar a divisao de p(x) por d(x), encontrando dois
polindmios, q(x) e r(x), que satisfazem as seguintes condicoes:

« p) =dkx) - g + rx)
-+ rix) =0 ou gr(n < gr(d)

Se r(x) for um polindbmio nulo, dizemos que p(x) € divisivel por d(x).
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Método da chave

Ordena-se px) e d(x) segundo as poténcias decrescentes de x e monta-se a chave:

px) [dx)
rix)  q(x)

Método de Descartes

Consiste basicamente na determinacao dos coeficientes do quociente e do resto a

partir da identidade:
pi) =dk) - qi) + rix)

Teorema do resto

px) = (G_XLb) - q(x) + r(x)
d(x)
b

rx) = p( a)

Teorema de d’Alembert

Um polindmio p(x) € divisivel por

dlx) = ax + b se e somente se p(—%} =0.

Algoritmo de Briot-Ruffini

Divisao de p(x) por x - a:

a | coeficiente de p(x) |

resto

coeficiente de q(x)
r(x)

Equacoes polinomiais
pX)=ax"+a x"'+.+ax+a,=0,
em que:
‘a.,a. ..
- n € numero natural;

., d,, d, Sa0 NUMeros reais;

- X € variavel complexa;

(O
Professor

.

A sugestao para a utilizacao desta série
de atividades finais € como uma avaliacao
somativa. Essa avaliacao pode ser adap-
tada conforme sua preferéncia, podendo
ser realizada individualmente, em duplas
ou em pequenos grupos, de acordo com
o metodo que melhor se alinha aos obje-
tivos de ensino e a dinamica da sua turma.
Isso proporcionara aos alunos uma opor-
tunidade de demonstrar suas aprendiza-
gens de maneira colaborativa ou individu-
al, garantindo uma avaliagcao abrangente.

~

J

- 0 grau da equacao polinomial € o grau do polinémio p(x).



Avalie o que aprendeu

(EM1I3MAT302)

1. Determine os valores de k para que o polindmio p(x) = (3R +5)x° - 2 + kx> - x + 3
tenha grau 3.

gr(p)=3:>l?¢—§ C)gr(p)=4:>l?¢—§ e)gr(p)=9:>k¢—g

morlp)=3= k-3 qorlp)=7= k=-5

(EM13MAT302)

2. Dado px) =x° + 2x* — x3 + x? + 3, calcule p(O) + p(-1) - 3p(D).

a) -7 b) 7 (c)-9 d)9 e)13
(EM13MAT302)

3. Sabe-se que px) = 2x® - 3ax + b, p(1) = -8 e p(-1) = 6. Obtenha os coeficientes a e b.

aa=0eb=0 ca=2eb=0 ela=4eb=0
b)a=leb=-1 G:Eeb:—l
(EM13MAT302)

4. Calcule os coeficientes a, b, ¢ e d para que o polindmio px) = (a - 3)x* + (2b + 6)x° + (c
- 2)x - d seja identicamente nulo.

aa=2,b=-3,c=5d=2 da=3b=-3;c=5d=1
b)a=3;b=-4,c=2,d=0 ela=5b=-3;c=7,d=6
(a=3b=-3c=2:d=0

(EM13MAT302)

5.DadosA=x2-x+2,B=x3-4x*+2x-1eC=x-2, calcule A+ B - 3C:
a)x®-6x°-x+3 C)Xx®-4x2-2x+6 e)x®-2x2-3x+9
b)x®-5x2-x+5 X3—3X2—2X+7

(EM13MAT302)

6. Determine o valor de R, sabendo que os restos das divisdes de p(x) = 3x* - 2x3 + kx + 1
por (x — 1) e (x + 1) sao iguais.

a k=0 I?:Z k=4 d k=6 e k=8
(EM13MAT301)

7. Um polindmio p(x) dividido por (x + 3) da resto 2, e dividido por (x - 2) da resto 5.
Determine o resto da divisao de p(x) por (x - 2) (x + 3).

<5l)f(X)=£+E c)r(x)=1+§ r(x)=3—x+§

3 5 3 3 5 5
b)r(x):%ﬂ? d)r(x):%(+%
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(EM1I3MAT30D)

8. Na divisao de um polindmio p(x) pelo bindmio (x - 3), usou-se o dispositivo pratico de
Briot-Ruffini, como mostra o esquema abaixo. Determine os valores de a, b, ¢, d e e.

3] 0 b c 7 e

| a 2 4 | d 59
ala=2b=-2,c=-2,d=1l,e=21 da=2:b=-3;c=-5d=1l,e=2
(b)a=1b=-Lc=-2:d=19,e=2 ela=3b=-Lc=-2.d=8e=2
ca=Lb=-4c=-2,d=19,e=2
(EM13MAT302)

9. Sabendo que o polindmio px) =x° + ax? + 3x + b € divisivel por (x - 3), determine a + b.
a) o (c)4 e) 16

b) 2 d) 8

(EM13MAT302)

10. Uma das raizes da equacao x® - x2 - 2x + 6k = 0 € 3. Determine as outras.

a) -1+ +V10ie-1-+10i —1+\/§ie—1—\/§i

b) —1+7ie-—1-7i o) -1+V2ie-1-+2i
o) —1++/5ie—1-4/5i
(EM13MAT302)

11. Dada a equacao x® + (R +1)x* + (R + 9) x + 9 = O e sabendo que uma das raizes dessa
equacao e - 1, determine k para que as outras raizes sejam iguais.

(a)k=16 ) R==+4 e k=2
o) k=5 d) k=3
(EM13MAT302)

12. Determine o conjunto-solucao da equacao x* - 7x® + 13x° + 3x - 18 = O, sabendo que
3 éraizdupla.

2)S={-10,1 0)S=11-2.3 e S=1{-1-2 -3
(b)s=1-1,2 3] dS=1(10, -1
(EM13MAT302)

13. Determine as raizes da equacao x® - 9x2 + 23x - 15 = 0, sabendo que uma delas € o
quintuplo da outra.

a)S=[157 d)S=12,5 9l
b)S=12,7, 9] (e)s =113, 5l
©)S=13,3 3l



(EM13MAT302)

14. Encontre o conjunto-solucao da equacao 2x® - 3x2 - 3x + 2 = 0, sabendo que o
produto de duas raizes € igual a 1.

a)5={0.5,3} c)Sz{z,—i,—4} e)S={—2,3,4}
2 2 2
b)5={1,—%,—2} Sz{—lé,z}

(EM13MAT302)

15. Calcule o comprimento da diagonal d de um paralelepipedo reto-retangular, sabendo
que suas dimensoes, em centimetro, sao dadas pelas raizes da equacao 24x3 - 26x2 + 9x - 1.

a 4= 81 Qg7 e 4 - vot
12 13 15
(b) 4 - o1 d g - N7
12 13
(EM13MAT302)

16. Sendo plx) = x*+ 2x3 - 8x2 + 6x + a e qix) =x + b, com b > 1. Ao efetuar a divisao de p(x)
por q(x), aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini, obteve-se:

| 1 2 -8 -6 a

-b | 1 2 4 -6 -10

Complete o dispositivo e determine o valor de a + b +c.
(a)-30 c) -20 e)-10
b) -25 d) -15
(EM13MAT302)
17. (UM-SP) Se px) = 2x? + kx +2 € divisivel por x + 2, entao 2* vale:
(a)32 c)8 e) 4
b) 16 d) 64
(EM13MAT302)

18. (FGV-SP) A equacao x® - 3x% + 4x + 28 = O admite -2 como raiz. As outras raizes
satisfazem a equacao:

a)x?-4x+14=0 Cx2-6x+14=0 e)x?-8x+14=0
(b)x? - 5x+14=0 d)x? - 7x +14=0
(EM13MAT302)

19. (Fuvest-SP) Dividindo-se o polindmio P(x) = x°* + ax* + bx? + cx + 1 por (x - 1), obtém-se
resto igual a 2. Dividindo-se P(x) por (x + 1), obtém-se resto igual a 3. Sabendo que Px) &

divisivel por (x - 2), tem-se que o valor de %b eigual a:

a) -6 )4 (e)o

b) -4 d7

279
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(EM1I3MAT302)

20. (EPCAR-MGQG) O resto da divisao do polindmio p(x) =x* - 2x3+2x> - x+ 1porx+1¢é
um numero:

a) impar menor que 5. @primo maior que 5.

b) par menor que 6. d) primo menor que 7.
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